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ТЕОРИЯ ПОЛЗУЧЕСТИ

ЛЕ А. Задоян

Об одном вариационном уравнении нелинейной 
теории ползучести

(Представлено Н. X. Арутюняном II.IX. 1958)

Выводится вариационное уравнение Кастилиано для нелинейной 
теории ползучести таких материалов, как бетон, пластмасса, дерево 
и др. В теории ползучести, относящейся главным образом к метал­
лам, вариационные принципы установлены Л. М. Качановым в его 
монографии (’).

Принимаем, что в нелинейной теории ползучести для названных 
выше материалов связь между компонентами деформаций и напряже­
ний определяется соотношениями (2՛3)

է
Е&х = (1 + *) Հ — յ [(1 փ V) Հ- у5*] Չ (а*) К (է, -) 

т0

ք

Здесь модуль деформации Е и коэффициент Пуассона V для просто­

ты приняты постоянными, С? =———» 5* = а՛ 4- с* ф □*, -:) =2(1 -Н) х у .

֊Е 6 (/, ■:) — ядро последействия, <Հ-интенсивность касательных 
д-

напряжений
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Если характер нелинейности при растяжении и сжатии различен, то 
я этих областях вместо Н можно принять соответственно Н, и Н* 
Вид функции Н2 для бетона в случае одноосной задачи эксперимен­
тально определен П. И. Васильевым (4).

Соотношение (1) является естественным обобщением, с одной 
стороны, трехмерной задачи линейной теории ползучести (•), а с 
другой — одномерной задачи нелинейной теории ползучести (4> 5).

Пусть тело, обладающее свойством ползучести, под действием 
внешних поверхностных сил находится в равновесии. При отсутствии 
массовых сил компоненты напряжений удовлетворяют уравнениям рав­
новесия

дз ’ дх д֊'х . лгу_____ хг
дх ' ду дг

и условиям на поверхности 5

з* соб (л, х) + т* соб (п, у) + соб (л, г) = Хп.

В некоторый момент наряду с истинным распределением напряже­
ний, рассмотрим другое возможное напряженное состояние о*(/)-р 
+ • ч бесконечно близкое к реальному и
удовлетворяющее уравнениям равновесия и граничным условиям на 
поверхности. Очевидно, что вариации напряжений и вариации поверх­
ностных сил в рассматриваемый момент / уравновешиваются.

с/х
до

Зз‘соб(л, х) 4- о-*.Г ՝ 1 ху СОБ (//, у) 4֊ О'* СОБ (//, 2) = оХ,

Сумма работ вариации напряжений и вариации внешних сил на дей­
ствительных перемещениях в момент ( равна нулю

фк։л что++ • • • + =
= й’1«։ (0 5А'„(/) + Ф*(?)гг,(0 + ТО‘(0гг,(0)^.

Вводя функцию

(3)

з,։(^±з;(/)а;^) + з;(С|3;(г)_

у5*(0’5*(т)
1+» ~ (4)

и и< пользуя зависимости (1), после преобразования получим
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< (t) ։,;( n + r (/) ։,;< t) + ■ ■ . + c (ti te„ (/) =

/
= г {и* (t, t) - 2 (f, q (,;(r)| к(t, r) * (5)

Тогда уравнение (3) принимает вид

U*(t, x)dz dV=

v*(t)bYn(t} + w'(t)lZn(t)]dS. 16)

Если внешние силы не варьируют, т. е. ЪХп
t

о Ш /)֊2[<Л(Л t) Q K(t, г)

о Yn — bZn — 0, to

17)

Полученное вариационное уравнение 
для тел, материалы которых обладают

выражает начало Кастилиано 
свойством нелинейной ползу­

чести.
Легко показать, что о8С/*(/, £)>0, т)=0, т. е. вторая ва­

риация выражения в фигурных скобках |7) положительна. Следова­
тельно, из всех статически возможных распределений напряжений, 
соответствующих данным внешним силам, в действительности имеет 
место то, при котором в момент ? потенциальная энергия тела имеет 
минимальное значение.

Формулы Кастилиано для рассматриваемой среды пишутся в виде

t)
<?<(/)

(81

d^xy{t}
to

о

s

v О

Если в соотношениях (7) —(8) принять (2= 1, то получим соответ­
ствующие вариационные уравнения (6) линейной теории ползучести.

В случае стержневых систем, испытывающих только сжимающие 
и растягивающие усилия, уравнение (7) пишется в виде
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где (0 —усилие в стержне в момент Л а /а и /՝\ соответственно 
длина стержня и площадь сечения. Когда имеем п раз статически
неопределимые задачи, то для нахождения лишних неизвестных 

Хп (/) получим систему п нелинейных интегральных
*։(0.

урав-
нений типа Вольтерра

Фнг. I.

д у | Sk(t) 1ц
dXj(t) “I 2£Г»Д — 1

(Ю)

нения усилий

Для иллюстрации применим уравнение (10) к про­
стейшей статически неопределимой задаче. Стержень 
(фиг. 1) с глухо закрепленными концами находится под 
действием осевой силы приложенной на рассто­
янии а от верхней заделки. Определим характер изме- 
во времени в соответствующих частях стержня. Мыс­

ленно устраним верхнюю заделку и приложим неизвестную реакцию 
Х((). Из уравнения (10) будем иметь

__ д_ 
дХ (t)

[aX^tl fr|/>(n-AW С(аХ(1)и ИН՞ 
i 2EF ' 2EF ,Ц Е 1 F

отсюда

В качестве нулевого приближения примем а затем

(12)

Приложение метода последовательных приближений к подобным не­
линейным интегральным уравнениям и его обоснование приведено в 
работах (2>3).

Когда /?(/) = /Jo = const, первое приближение будет
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(13)

где С (Л т0) — мера ползучести материала стержня.
Работа внешних сил на произведенных ими перемещениях «*(/), 

выражается интегралом

«’-иК (О Հ (Л + հ(է) Հ (0 + • • •+Հ.. (է) -հ։(է)} ау.
V

Подставляя сюда компоненты деформаций из ■!) и учитывая обозна­
чение (4), находим

V

ք
и* К, է) - [ս*(է, <1 Չ ի;(ր)]/<(Հ -|г/-Ьи (14)

Полученное выражение представляет собой формулу Клапейрона для 
рассматриваемой среды. При отсутствии свойства ползучести |А՜ (/, т) — О 
или / —~о1 оно совпадает с известной формулой Клапейрона для уп­
ругого тела.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

и» и- тлзиъ

Щ-г|дгн||Щ օոզթի ւոԽսսւ_թ1Ա1հ »Гр վւէյփոխսյկսււВин И ասօւ^(ք«ւհ «Гшп|1в

(Էրտսյ^ ւյօէւք Է կ ա а տ իլ ի ան ո յ ի փ ո էի ո խ ա կա յ ին հավտսա ր ր այնպիսի նյ^թերէ
Է^սւյին սողրի տեսության համար, ին չ պ ի и ի ր են1 ր ե ա ոն ր , պլասամասսան, փայտր և
յլնէ 4*ծային տեսա թ յան ոիակայ^ն հ
Աէղոր ղոլ մե և ր ի у մ ե կ ո ւ մ ( $ է

Մ ե ‘ЯШ ղն ե ր ին վերարերվսղ սողրի տ1յ

ա սա ր ուՀՈյ ե ր ր րերՀած

թ յան փ ո փ ո իյ »и կա յ ին հավասարոլմներր
րվել են Լ. Մ. Եէսշանովի կող^իքք իր մ են ա ղ ր ու.թ յան մեջ ( 1 )Հ

Պ՜ ա յ ին

1 I) աոն \ ու Ս յունր

սողրի ղ ե պ ր ում լար ու է/ե երի և ղե ֆ ո ր մ ա у ի ան ե ր ի մ ի Հ և րն ղ ո <_Ն ւք я ւ </ Է 
ո ր էո ե ղ 3 ■ լոշափույ լա ր ո լւ/եե ր ի սասւո1յ ու. իյւսնն Է, հ) տրիսձ ֆոլնկ-

ր ը որ ոշվում Է ւի որձիքք' (I) թ յուն

գծային սողրի տեսուիէյան եոաչափ /в^,7Г’Дл 
^եսոլքմյան միաշտփ ղ ե սլ ր ի է

Փուիսքսակենր լարվածային վի ձ ա կ ր որևէ 
տ սէր ին ում ե ր ի էի ո էի ո ի/ ա կն ե ր ր կա ղմ սւ մ են

րն էլ հ ան ր ա րյ մ ան սյրյյոևն^ Է մի կող֊ 
կ մյուս կող^ի,^ ոչ֊ղծային սսղրի

մ и մ ենտումէ ՝Ւ* ա ն ի 
ա վ ил и ա ր ա կշո վ ա ծ и

լարոււքէւերի և

կաաա ր ած աշխա տան րն ե ր ի ղումարր իրական տ ե ղ »ո էի ո [и ո Լ մհ ե ր ո վ է մ ո մ են *ո ո լմ հավասար Է 
4^րոյի։ Ն եր մուծե լով ( /. է) ֆП 4. ան ( ո ր ր ն ե ր կտ յ ա ցն ո է֊մ Հ առա ձղա կան պոտ են֊
!1իլյյլի ա րա ա հ ա յա ու. ի) յունը, երր Т = /) սա ան ա մ են ր էին տր վ ո ղ հա վա սա
/ш ր Ոէ֊ւքյէ ե ր ը »ի ո »ի и իյ ա կե յ ի и արաարին ումերր 1/նոէ մ են հաստւսւոուն է կ 
^ասարսԼ.մր ընւլունւսմ Է հեւոեյալ աեսրր^

րումր ( հ )է Եր ր 
ա սաիլի ան я յի հ ա -

V

է
<)-շյէ/*(Հ ֊) Չ խ՜(-)]/<(Հ х)<^|<Д/=0 

%
կա սլա կ ց ո ւ р յո ւնն ե ր Կ ա րաահայսւում են Եաստիչիանոյի րանաձեերր օչ֊ղծտյին սող֊ 

Էու1 օմսւված միջավայրի համարէ ե/մ ե )~~(&) ա ոն\ո Լ ք) յ ո ւնն ե ր ո ւ մ րնղ ուն են ր 3 1 , 
***и[Ш կսսէանանր ղծային սողրի աեսոէի^յան համապատասխան էի ո էի ո խ ա կա յ ին հւսվասա- 
րու մեերը ( ® ՚ :
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Зп11Ш111)1 Ш (г ит Ь ЯЪ Ь р (• ^‘яЛшр, Ьрр шпш9[гЫЬрЪ Ь"Ь А 4 Я шЪ Ь иЬдЯи
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■иЪСшумЪЬруг прп^п^Я ЬЪ (10) п^-уЛш^'Ъ /гЪшЬдриц 4 ш ։/ ш иш р псМ Ь р /г и р ии, Ь Я д I />'£

т.ЯЬр^ ^ЬршрЬр^) ш р т и> ч шуш у
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