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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Б. Л. Абрамян и А. А. Баблоян

Кручение анизотропного цилиндра

(Представлено Н. X. Арутюняном 18.Х.1958)

Рассматривается задача о кручении круглого сплошного цилин­
дра, обладающего цилиндрической анизотропией частного вида, а 
именно, ось анизотропии совпадает с геометрической осью цилиндра, 
и все радиальные плоскости являются плоскостями упругой симме­
трии.

В данной работе скручивающая нагрузка задается на боковой 
поверхности цилиндра произвольным образом, а на торцах его — си­
лами, приводящимися к двум моментам с векторами, параллельными 
оси г.

Будем пользоваться цилиндрической системой координат. Напра­
вим ось г по оси цилиндра.

Тогда решение задачи о кручении круглого цилиндра с анизо­
тропией указанного вида, как показано С. Г. Лехницким (1>2), сво­
дится к определению функции напряжений Ф(г, г), удовлетворяющей 
в области осевого сечения цилиндра уравнению

д֊Ф _ <?Ф , .д*Ф 3 с*Ф , Зт дФ п .
-------- 2т----------Н п*------------~Ч---------- — =0, (1 
дг* дгдг дг* г о г г дг

где
да=Д-«, л’=Ди, (2)

#44

—упругие постоянные,

ди
Հօ* = — 

дг
д է VՆ* = г— ֊ 

Ог \ г

(3)

Д' перемещение в тангенциальном направлении, *ог и м скалываю­
щие напряжения, выражающиеся через функцию Ф [г, г) соотноше­
ниями
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1 дФ
'rO =--------- Г՜r։ dz

1 о*Ф (4)

Значения функции Ф (г, г) на торцах и боковой поверхности 
цилиндра задаются так, чтобы удовлетворились условия распределе­
ния скручивающей нагрузки

R
— ЛД = 2я | г։-Вг {г, 0) dr 

о
R

Мг = 2К j r3zOi (г, I) dr 
о

(5)

то, (Я, z) = /(z),

где функция /(г) кусочно непрерывна и имеет ограниченное изме­
нение в интервале (0. /).

Решение уравнения (1) может быть найдено по способу С. Г. 
Лехницкого (Ч, переходя к новым переменным р и связанным со 
старыми зависимостями

z г- тг

Тогда уравнение (1) примет вид

:./2ф _ _2_ с'ф 
д\г р ф

(6)

(71

Решениями этого уравнения являются следующие функции

Р։ ИЛ(Хр) 4֊BK2(kp)] (CshkS + DchXe), '
Р2 |Д/2 (Хр) + ВК2 (Лр)| (Csin Ц + £>cosX$), (8)

е, р4. р4с, /

где 72(л., К2 (л) — функции Бесселя второго порядка, соответственно 
первого и второго рода, а /а(х) и К?(х~)— функции Бесселя первого 
и второго рода от мнимого аргумента (’).

Для сплошного цилиндра решение уравнения (7) берем в виде
ОО

ф(р. 5) = р‘(ЛЕ + в)+р։ VD»/,(Х»р) SinХ»е (9)
Аг — 1

или в старых координатах:
ос

ф(г. z) = r‘M(z + /nr)+B] +r’V DA/a(xAr)sinkA-^±_^L. (10)
\п2 — т*
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Пользуясь соотношениями (4) и (10), для скалывающих напря­
жений м и получим следующие выражения

ОО

р п2 — т к- 1
֊- /2 (Х*Н СОв ֊ ^==

1 п.2 — ГП2

”0г -г) — г (4 [ Д (г 4֊ тг) Д- В\ Д- Атг\ Д-
ОО

7 ,

А- 1

, ,, . , ■ г Д- /иг /,(Х*г)81п кк - -----------
р пг — т2

т1. л*г) . г Д тг„ сое X* — ՛ — 
п,2 — т2 у п2 — т2 • (12>

Представив функцию /(2) в виде ряда Фурье
ОО

А- 1
У п2 — т-

(13)

где

(14)

11 о

(15)

аь =
I ~г тИ

и удовлетворив условиям 
чим следующие значения

(5), для постоянных интегрирования полу֊

А = ֊ ֊°.
R2

ЛГ.••
2՜ R*՜

I Д- т R
R2

* ь =
т

/

о

I

о

о

т2

а также следующее равенство 
ОО

Мх+М 
2* R2

= а01 — 1 п2 — т
гп R—51пк> —

ф п2 — т
117>

Ч — 1

которое представляет собой уравнение равновесия сил, действующих 
на цилиндр.

Подставляя значения (16) в (11) и (12), для напряжений м и 
:а9 получим следующие формулы

ОО

---------- со$ х*
; /з(Ха/?) V п2-т

(18)
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a^mr֊ __ 2Л4։ i

mlj (՝A*r) cos
00

Ji lKkR)

f.k(z 4֊ mr] 
| n2 — m2

4֊ I n2 — m2 /j (X*r) sin
'кк (z + mr) 
/ nt _ mt (19)

В качестве численного 
ного цилиндра с размерами

примера рассмотрим кручение анизотроп-

(20)

с коэффициентами анизотропии
J
G9/

1
Сггв

РтО, Ох РО/, г9
а4в =------------=-------------- >

Gs, G,« (21)—

где Gef и Gre — модули сдвига для плоскостей, параллельных плос­
костям hoz и гоб; Ргб, в. и ре., гв — коэффициенты угловой деформации 
первого рода, или .коэффициенты Ченцова՛*, где первые два индекса 
соответствуют направлениям сдвига, а вторые два — вызвавшим его 
касательным напряжениям.

Полагая материал цилиндра из древесины и принимая (*)

—— = 2; ■= 1 X Ю* кг/см*; С л — 0,5 X Ю4 кг/см2,
6* (22)

а также

будем иметь
|м, о. = 0,6; рв., г» = 0,3, (23)

(24)

Если цилиндр скручивается 
боковой поверхности

силами, приложенными на участках

|25)

а торцы свободны от внешней нагрузки, тогда

= Л12 = = О

■ ( — l)*sin 
Лк

Лк/
-------1------ 2 sin
I 4֊ mR.

/гк/, 
— cos —

2(/ + m/?) 2(/
Лп(/։ 4- 2т/?)1 (26)

272



Такая задача для изотропного цилиндра была рассмотрена Л.
Файловом (5

В табл. 1 и 2 соответственно приведены некоторые значения 
напряжений м и т2в, подсчитанные по формулам (18) и (19) при зна­
чениях (24) и (26).

На фиг. 1 и 2 приводятся эпюры напряжений и твг.

Таблица 1

Р

О

о
0,1
0,2
0,3
0,4
0.5
0,6
0.7
0.8
0.9
1.0

О 
О 
О 
О 
О 
О 
о 
о 
о 
о 
о

-0,0149
-0,0240 
֊0,0352 
-0.0372 
- 0,0252
֊0,0134 
֊0.0031

0.0051 
0,0166
О.0329 
0,0480

-0,0615
—0.1201
-0,1643
-0,1431
֊0.0776
- 0.0263

0.0020
0.0321
0,0765
0,1661
0,2167

0,160
-0.387
-0.440
-0.265
֊0,074
—0,006

0.017
0,081
0,285
0,482
0,537

—0,5 
-1.0 
֊1.0

О 
о 
о 
о 
о

0,5

4 2
3
4

Таблица 2

^{г, 2)

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0,9
1.0

0 
0 
0 
О 
О 
О
О 
о 
о 
о 
о

0,0392 
0,1329 
0,2857 
0,4730 
0.6299 
0,7217 
0.7546 
0,7452 
0,6897 
0,5616
0,3114

0,1301
0,3789
1,0547
1,2023
1,4471
1.5295
1,5357
1,4857
1,3048 
0,9538 
0,4223

0,1675
1,0968 
1,6719
2.2909 
2.3855 
2,3568
2,3414
2,2647 
1,9270
1.0726
0,1227

1,765 
3.033 
3.009 
2,920 
2,907
3,648 
3,381
2,156 
0.7

֊0.3

Из этих таблиц и фигур видно, что анизотропном цилиндрев
также напряжения то, по мере удаления от торцов цилиндра, вблизи
которых приложена скруч 
и стремятся к пулю.

5?* иятр&зка, быстро уменьшаются
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Однако распределение напряжений не симметрично 'у торцов 
цилиндра относительно среднего поперечного сечения цилиндра.

Распределение же напряжений т,0 в среднем поперечном сече­
нии стержня приближается к линейному закону.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР 

Ереванский государственный университет

р- ւ« uppiizmiib եՎ ա. и. тирань

pqiinnniq զլան]> «цпрпиГр

Հողվածում ղ ի տարկվում է հոծ, կլորւ մասնակի ձեով անիղոտրոպ ղ լան ի ոլորման 
ինղիրրէ Ան ի ղոտ րոպ իա յի առան րյ րր հա մ րն կն ում է ղլանի երկրաչափական առանցքի հետ 
և ր ո լո ր ոաղիալ 5 Ш ր թ ո Լ իք յ ո ւնն ե ր ր հանղի սան ում ԼՆ աոաձղական ււիմեսւրիայի հար-֊ 
P"LP յոէ-^’ն ե րէ

(!՚լանր ոլորող ումԼրր նրա կողէքես 
կերպով/ հիմքերի վրա^ այնպիսի ում1.
^ահ ևո. վեկտորներով երկու մո մ են տն ե րի է

մակեր և ոt յթի վրա տրվում են կա if ավոր 
որոնր րերվում են ղյանի աոանցրին ղու-

Խն ղ ի ր ր լուծ ում կ U. Լե իւն ի րյ կ ոկողմից առաջարկված 1

Ւ41 է •" ալիս լար if ան ֆունկցիայի *> ա »Հա ր ստացված ղ ի ֆ հր ե նղ ի ա լ հավ 
էել Ֆոլրյեի փոփոխականների անդատման ե ղանւսկո ք է

ստարյ վ nt մ է Ֆուր յե ի ըն ղհ ան ր ա ց ա որտեղ վ b ր լուծ ութ յուն-

Ների ղործակիցներն արտահայտվում են ('եսսեյի կեղծ արղումենտ ի ց կախված ֆ ո ւ ն,յյՒ ա — 
Ներ ով է

Գիտարկվտծ իք վ ա յ ին օրին ակում վերցված է հոծ ղ լան, որը ոլորվում Է միայն 
կող մե ա յ ին մ ա կե ր և ո ւ յ իք ի տարրեր մասերի վ ր ա կ ի ր ա ո վ ա ծ ումե րով'

(ք-լանի առանցքային կտրվածքի տարրեր կետ եւ։Ւ հ ամար հաշվ ված են լա ր ումն ե ր ր է 
\>սշվ ոււքքյ ե ր ր կատարված են են թ ա ղ ր ե լո վ , որ ղ լանը փայտից էէ Փայտի աոաձղական ^''Ը՝ 
^կի ՛Հևերը վերցված են Ա. Ն. Միտինսկու( ) ա շքսա տ ո լթ յուն ի ցէ Լարումների համար կաղ֊ 
^ըվա^ են աղյուսակներ և Էպյուրներէ
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