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МАТЕМАТИКА

С. А. Акопян и А. Б. Нерсесян

Некоторые интегро-дифференциальные операторы и 
разложения в ряды, аналогичные рядам Шлёмильха

„ э
(Представлено М. М. Джрбашяном 7. X. 1958)

Известно (1), что из данной биортогональной системы 
(?л(х), фя(-х)}, х^(а, Ь), (/г = 0, 1, 2, •)

иожно получить новые биортогональные системы, используя опера- 
горы дробного интегрирования Римана-Лиувилля

,г
... ■ , /(х) - [(х- ()'֊' <и,

а(х — а)~л у Г (а) I
а

Ь

...-----—֊/(х) = -■/ I — х)։~1/(0
сЦЬ — х)"“ ' 7 Г (а) ) 7

։>0, х£ (а, Ь) и аналог формулы интегрирования по частям 
ь

( /(х) ——-—-— g (х) с/х = ( £ ।х) ,——֊/(х) с/х.
) ' ' ՛ сЦх — а)-' ' ' ) ' и {Ь — х)-“ յ ' '

а • а

В настоящей статье рассматриваются операторы несколько иного вида, 
помощью которых также можно из известных биортогональных си- 

"гем получить новые. В частности, из известной ортонормальной си­
стемы функций Бесселя получаются биортогональные системы, ана­
логичные биортогональной системе Шлёмильха(8).

1°. Пусть 0<а<1, х £ (а, Ь), /(х) непрерывна на (а, Ь). 
Рассмотрим следующие операторы:

а

//(О л. (11')

ь
—х3)а֊‘(/(/) сП,
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(1.2)
а

(1-2’)

Легко проверить, что если вышеуказанные операции существуют, то

М+?-.*„/(*) «/(*): Ч; А;,/И =/(*),
Ппт Л1+„/(х) -Нт М-ь/(х} = Ит А + 0/(х) = 
а-*4*0 а-* 4 О <։-* 4*0

= Ит^./М = /(■*) (1.3|а-* 4-0 
для х £ (я, Ь).

Пусть £1х) такова, что к ней можно применять вышеуказанные 
операции. Умножая (1.1') на х^(х), интегрируя от а до Ь и меняя 
порядок интегрирования, получим:

ь ь
\xg[x}L;af{x} (1х = \х{(х)Ь֊ь к(х}с1х. (1.4')

а а

Из (1.4') можно получить также, принимая во внимание (1.3):
ь ъ
а^(х)М+о/(х) (1х = ^х/(х) 

а а
(1.4*)

Формулы (1.4') и (1.4") дают возможность из данной биортогональ- 
ной системы {?л(х), Фя(х)} получать новые.

Действительно, пусть {<?я(х), фя(х)), (п = 0, 1, 2,«--) биортого- 
нальная на (а, Ь) система. Тогда

ь
?/> (а) фш (х) с1х=Ъп> т>

а
где 8Я,й — символ Кронекера.

Пусть функции и(х) и 'и(х), заданные на {а, Ь), таковы, что 
существуют и непрерывны следующие функции

Фя(х) = ц(л)£т (1.5')✓V I

(х) = ~,м-. (֊՛ (1.5")V (х) *-ь \ и (х)
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0=^а<1 (л = 0, 1,

Полученная система (Фя (х), Фл(х)), (п = О, 1,2,...) биортогональна 
на (я, ^)-

Действительно, учитывая формулы (1.3) и (1.4), получим
ь ъ
|֊Ф„(х)Ч'„(л)</х= ~

а г а

I ՛<><* (*)
I иМ

(1х —

ь

։) X т” ՝ ' "•» «.» и(х) 
а

Ь
= У?л(х)фда(х)</х = Ьп,т; (п,т=0 1, 2,---). 

а

Аналогично, если обозначим

ф; (х) = V (х) М ♦„! ?„ (X) |, (1.6')

(*)= г»(х) н(х) (1.6")

то на основании (1.3) и (1.4х) получим
ь

[ф,;мч-;(х)^х = 

а а

Ь
<Р« (х) фш (л՜) йх = 8„. т

(л. т =0, 1, 2,- • •),

т е. система (Ф‘(х), Ч\'(х)) (я = 0, 1, 2,--«) также биортогональна 
на (а, Ь).

Применим вышеуказанный метод к известной ортогональной с 
весом р (х) = х на (0, 1) системе функций Бесселя {А(/Я,»х)} (« = 1. 

- где —положительные корни функции /у(^), расположенные 
порядке возрастания.

Как известно,

(1-7)

Принимая в формулах (1.5) (х) = хЛ(ул, л) и фл (х) = —-
1/л« *)

^7о,.х) (п=1, 2,•՝•), и(х)=х’, •и(х) = 1, получим
Фл (х) = £а+0 {х*л (/л, ,Х)), (1.8')
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(х) — /? 77 (1.8’)

Легко проверить, что при ИеХ — 2

4- ___а. О Х ~

2
;։. 9՛)

-а

и при КеХ > 2а — 2

Ма+Охх = X —2а (1.9")
2

Из (18'), имея в виду (1.9'), получим
> + 2Л

£-0

к “ 0

Л—0

Таким образом, имеем

Ф.֊|(*)= ֊7---- **+вЛ+«(/я,,х), (1.Ю')\ Уп՛ ’ /
1

{Х)=~ К ГТТ=Т) 5((‘~ х^°/1՜’Л<>"■ *

0-С а < 1, X (О, 1), (Л= 1, 2,...). (1.10")

Аналогично в этом случае биортогональная система (1.6) примет вид
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1

(л)-гЬ-р’-^-՝'•
х £ (О, 1), (п = 1, 2,- • •). (1.11")

В случае, когда м= —, из (1.10') имеем

I

Как известно, разложение по этой системе есть обобщенный ряд Шлё- 
мильха(2).

2°. Теперь мы рассматриваем разложения по полученным биор- 
тогональным системам (1.10).

Скажем, что£(х) $ з {(0, А)), если g(x), заданная на (0, 1), та­
кова, что

1 оо *

х #(*) = ]£ ад* лсд.»*) (2-1)
л •!

равномерно на каждом отрезке [0, о] с [0, А), где

(2.2)

Это имеет место, если, например: 
1

а) **£(*) имеет ограниченное полное изменение на 

(0,Д) (0<Д<1),

б) х-՝ £ (х) непрерывна в интервале (0, А), 
1Г* 2

в) I х£(х)<1х существует и абсолютно сходится (см. (х), гл. XVIII). 
о

Имея в виду формулы (1.10'), в силу равномерной сходимости
Ряда (2.1), получим формулу:
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ОС
(*) А+40л-*Л(/к vX) =

п — 1

п — 1

Далее, на основании формул (1.3) и (1.4'), из (2.2) получим
1

ап = J2 \jn . )՜ itg Л (у՞՛ dt = 

о , ֊ • ' ’ • ’

1
= п г/ -Г dt =

J՝+\ J 
о

։
- ■՝ 0lC%*’g(OI 14лt-J.(j„..t)\ dt =

7v + l ^Л«* ’J ’

h * э!з I ill I I= f|i.%'’g(')l«'»<n4- (2.4)

<7
° i ' , I M

где Ч’я (/) определяется из формулы (1.10").
Таким образом, имеет место
Теорема. Пусть функция /(х), заданная на (0, 1), такова, 

что х՜' М + ix) G о{ (О, Д)), тогда, если
I

«.= |/(0У,(ПЛ («=1, 

о

где Arn{t) определяется из формулы (1.10"), то

/1 — 1

(0 < а < 1) равномерно на (0, 3] с [0, А).
Замечание. Условия теоремы удовлетворяются, если, например, 

/(х) имеет ограниченную производную р-го порядка, где
р > а + ’'֊4֊ .

Нетрудно видеть, что аналогичная теорема, при несколько боль­
ших ограничениях, имеет место и для биортогоналыюй системы (1.11)-

В заключение заметим, что при помощи вышеуказанного метода 
можно получить аналогичное обобщение рядов Дини, но на этом оста­
навливаться мы не будем.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР
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и. а. 2ԱԿՈԲՅԱՆ էՎ Ն Р- ՆեՐՍեՍՅԱՆ

Որււշ (ւհւոեզրո-ղիֆերհնցիաւ օպԼրատււրՐւԼր և շարթԼրի 
վհրածււլ_ւք (ււքան ^(Լւք|ւ||սի շաբթհբիճ

Ներկա հողվածում որոշ ինտեղրաչ և ինտե 
Նու-^յ^^ր հայտնի րիօրթողոնալ սիստեմներից 
տեսներ։

գրո֊ղիֆեր ենցի ալ օպևր
ոտսւցվոլմ են ն

տտորների օղ-
ոՐ Р[,օ(*Р ո*1 ոնալ սի

է —ր ք ւլ> առա^
!Ւն .ևոի ֆիկցիաների սիսս.եմը, որտԿ թվերր (Հ) ֆո1_նկցՒայՒ պրոներն

են' դասավորված աճման կարպով, ր ի օ ր թ ո պ ոնա լ է (1.10") րանա^- „ որոշվող {ԴՀ (_<>} 
ցիստեմի հետ (0ք 1) ինտերվալում։

Եի)ե (0, 1) ինտերվալում տրված ք(ճ) ֆունկցիան բավարարում է որոշ պայման, 
ների/ ապա տեղի ունի

а

*'+'Հ+մյո„
П — 1

Հում են
1 որտեղ Աղ գործակիցներ ը որոշ-

1

ап =
г 
О

/(է)4՜ո (է)մէ

րՍ»Նա ձևովէ
1

’= « ք(Հ)֊ը վերածվում է ՇլեմիԱսի հայտնի շարրի,

^(Х)= ճո \ (-ПЛ

Ո- 1

Л ИТЕРАТУРА— ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

«».հօճս«քп,°ет ՚ս;լ«^1հէ՝ 9гг,ег|у зоигпа1 °(
Функций, ч 1, М., 1949 ’ • Н. Ьатсон, Теории бесселевых


