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МАТЕМАТИКА

И. С. Саргсян

О разложении и дифференцировании разложений по
собственным функциям оператора Шредингера в случае 

неограниченно растущего потенциала

(Представлено А. Л. Шагиняном 20. V. 1958)

Рассмотрим уравнение

— Ди 4֊ д(х, у) и = \и (1)

во всем двумерном пространстве Е9. Предположим, что ц(х,у) дей­
ствительная непрерывная функция и при г = (х։ 4֊ у1}1/» -> оо

<7 (х, у) — 4- оо. 12)
Известно, что при выполнении условия (2) уравнение (1) имеет 

чисто точечный спектр, причем собственные значения неограниченно 
растут и имеют единственную предельную точку на бесконечности. 
Так как функция д(х, у) ограничена снизу, то

во-первых, можно предполагать </(х, у)^>0, так как это пред­
положение влечет за собой замену в X;

во-вторых, не нарушая общности рассуждений, можно предпола­
гать, что спектр уравнения (1) неотрицателен. В самом деле, при 
таком предположении относительно функции </(х, у), как известно, 
отрицательный спектр уравнения (1) снизу ограничен и поэтому мож­
но подобрать число т( так, чтобы спектр уравнения

— ճս 4֊ <7 (х, у) и = (л 4-պ) и

оказался неотрицательным.
Обозначим через р*, и՜,- • • собственные значения, а через

Т1(х,у), ср;.(х,у), • • •, <рл (х, у), •••—соответствующие ортонормиро- 
ванпые собственные функции уравнения (I).

В работе (1) Б. М. Левитаном было изучено разложение функций 
с интегрируемым квадратом по собственным функциям уравнения (1). 
а нами в работе(։)—дифференцирование этих разложений.

Если при г -> оо <7 (х, 3/) -> -4՜ то собственные функции <ря (х, у) 
На бесконечности экспоненциально убывают, и поэтому для построе­
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ния ряда Фурье нет нужды предполагать, что разлагаемая функци, 
имеет интегрируемый квадрат. -

В настоящей заметке, используя одну асимптотическую формул՝ 
для распределения собственных значений уравнения (1), доказаннук 
нами в работе(’), мы изучаем вопросы как разложения, так и диф 
ференцирования разложений по собственным функциям уравнения (1 
функций,1 растущих на бесконечности как многочлен. Вопросы разло 
жения в одномерном случае изучены Е. С. Титчмаршом(4), а трех 
мерный случай — Б. М. Левитаном(5).

Результаты настоящей работы выражаются в следующих дву; 
теоремах.

Теорема 1. Пусть функция д(х,у) удовлетворяет следую 
щим условиям-.

Аг(д(х, у))в,

где А и а — некоторые константы, причем 0 < <2

2°. при г

Я (* 4- г собО, у А- г 51пу)
»

гое С — некоторое постоянное число,
3 '. существуют такие константы В^О, о > 0, что для до 

статочно больших г = (х2 ф- у2}1/» выполняется неравенство

Пусть для некоторого т > О функция /(х, у) удовлетворяет, 
условию

дхду (3)

Положим

Тогда в каждой точке непрерывности (х0, у0) функции / (х, у} 1{Ме 

ет место равенство ( 5 >■ х -+- 2/о + — 1

2 
п )$

(Хо> у0) =/(л0, у0),
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е. средние по Риссу порядка $ >т + 2/3 + ֊— разложения функ- 

ции/(х, у) по собственным функциям оператора Шредингера, за­
данного во всем двумерном пространстве, в тонусе (х0, у0) стре­
мятся к значению ф[хп, у0).

Равенство (*; имеет место равномерно в каждой конечной части 
пространства Ег.

Замечание. Положим (т > 0)
ОО

= п
Ц Я ’(А УУ^Дх, у)с1хс!у. (4)

Если функция д(х,у) удовлетворяет условиям теоремы 1, в работе!3) 
мы вывели следующую асимптотическую формулу:

(X —* оО ).

Исходя из этой формулы, там же мы получили следующую оценку 
(см. (3), оценка (30)|:

яИ) = 0(и2^4'5+2), (р-оо). (5)
< и +

Далее, в работе(1) Б. М. Левитаном получена оценка (см. лемму 2, 
5. 1):

?л (*. У) = 0(|х), (р֊>оо). (6)
Р < Рл < и 4- I

Доказательство теоремы 1. Мы имеем
°0 _т

|сл ( Г -Ш—у• Ь . |<р„(х, у)|?2(х, 3/) Лхйу.

-°° Я (-<» У)
3 силу неравенства Коши-Буняковского отсюда следует

Из (3), (4) и (7) следует оценка

(7)

сп | (8)

при фиксированных х и у, в силу неравенства Коши-Буняков- 
кого, имеем
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{1<Ил<Н-։ н<нл<и+1
5 р (9|

Тогда, в силу оценок (5) и (6), учитывая (8), из (9) получим важ­
ную оценку (н — ос)

У кл?л(*»У)1=0(|Г-*2'41 |). (Ю)

Пусть ££(/) четная, бесконечно дифференцируемая функция, об­
ращающаяся в нуль вне интервала (—е, е). Положим

£
|«(н) = У&^соз^Л, 5(х,у;|х) = V сл?л(х,у). 

о нл<н

Как показано в работе (*), имеет место тождество
ОО

(н) (х, у; |1) ~ О,
• /
—□о

(П)

где

/? (-V. у; н) = 5(х, у;[1|֊а։ (х, у- р.) — р։ (х, у; |х);
1

а (а у; ») = (х* У> С05
о • |

у;*) =

21 (х, у; р.) =
11

V 
о

И
^2?(х, у-»)с1^

= 1 Н (х, у; /) собу

л (х, у; /)
Г

•7 
О

Юб определении функции та (х, у, т(; $) [см. работу(1)|. 
Из оценки (10) следует оценка (։а->оо)
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V (К(х> у;*)) = о
И

(12)

В силу оценки (12) на основании теоремы 1.3.3 работы^5) из

тождества (11) следует, что средние по Риссу порядка $> т 2/В 4-3

функции /?(х, у; р) стремятся к нулю равномерно в каждой конечной 
части двумерного пространства Е2, т. е.

И ։

11т (7 1 — 4) <4/? (х, у; *) = (). (13)
И-00 ,) \ Iх / 

о

Далее, исходя из определений функций ах (х, у; р) и (х, у; р), не­
трудно показать, что

Р / V2 \5
Нт 1 — -у ) (х, у; у) = / (х, у), ՝( 14)

И-*оо «у \ г /
О

И *

Нт (7 1----- (х, у; \) = 0. (15)
И-- 00 3 \ Н / 

о

Поэтому утверждение теоремы следует из равенств (13), (14) и (15).
Теорема 1 доказана полностью.

Теорема 2. Пусть функции д(х,у) и /(х, у) удовлетворяют
условиям теоремы 1 и, кроме того, в некоторой окрестности точки 
|хи, у0) функция у(х,у) имеет ограниченные частные производные 
до порядка а—1 включительно, а функция /(х, у) — непрерывные 
частные производные до порядка а включительно. Тогда для 

Iх-00

имеет место равенство

(хо> Уо) 
дха՝ дуа՝ дх*՝дуа՝ (**;

от. е. средние по Риссу порядка $ > ' + 2/5 + ֊ + а проди ерен-

цированнных разложений порядка а функции Цх, у) по собствен­
ным функциям оператора Шредингера, заданного во всем двумер­
ном пространстве, в точке (х0, у0>) стремятся к значению

<*7(хо. У о
дх՛1՝ дуЛ՝

Равенство (**) имеет место равномерно в каждой конечной 
части двумерного пространства Е2.
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Доказательство теоремы 2 проводится аналогичным образом 
Только здесь вместо оценки (6) следует пользоваться оценкой (4 
работы(’).

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

»

Ի. Ս- Ս11ՐԳՍՅԱՆ

1\ւււո &ոէղի(ւզերի օս|ե ր ա աո р |ւ икфшЦшб ֆա հկցիաքւեբի «|Ь р(ու֊ծււլ р।<ц£ 
և ւ|Լ ր լււ ւժւււ թւահ րյ իֆե р եհցւքահ ւքաււիհ ան ւււսէւ «ГшПшфш կ սւհււր| 

ւղւ> տ!> ('ւ յ ի ա [ |ւ ւ}Լ սղթոէ-էք

տար կենք

իրական է և

— Дм + д (х, у) и = ես (1)

> ամրոցի երկչափ տարածության մե^է են թ ա ղ ր են ը ք որ (] (X / У) ֆունկցիան 
ան րն ո հ ա տ : */• և ո ու ո . Լոր Г = X $ Ч V $ ! * 13 —► ՕՕ

<1(х, у)
Հայտնի Լէ որ եթե տեղի ունի ( *^ ) պայմտնրէ ապս/ ( 1) հավասարի 

տա յ ին է ք սեփական ար մ երն ե րն ան и ա հ մ ան ա էի ա կ ա ճ ո л մ են ե ունեն միակ տ

անվերջում։ ք*ացի ա յ ղ ք րանի որ (] (X» \ ) ֆունկցիան ներրեից սահմանաւիակ էք ապա

րացասակտն չէ։ Նշանակենք р.2. բլ՜-Հ • • • է |յլ. • • 
2 Ո

ներր, իսկ ?] (X, >’), у(Х, у) 
սեփական ֆունկցիաները։

(х, У)-՝

•/ (Կ հ ավասարման սեփական ւսրէ1Լ^- 
ք* համապատասխան оր թ ոն ո ր մ ա վո ր վա*

ապա սեփական ֆունկցիաները անվերջին մո
ւոենալիս է ր ա պոն են ց ի ա լ կերպով նվաղում են ե այղ պատճաոով Ֆուրյեի ջա ր ր ր կառու­

ցելիս '•արկ չկա վերած վող ֆունկցիայից պահանջել րաոտկուսու ին տե ղ ր ե լի ութ յո ւն ։ Ներկա 
>ոցւ1ա(^ում ուսումնասիրվում կ ըստ ( I ) Կավասւսրման սեփական ֆունկցիաների վերած^ 
ման ե վերլուծության էլ ի ֆ ե ր են ց •( ան հարցերր, երր վերածվող ֆունկցիան անւ/եր^ւմ 
ասում է ինչպես րաղմանցամ։ \,ու յն հարցը միաչափ ե եո 
ուսումնասիրվել է Ե Ա. ՝ իտչմարշի Л Հ*. Մ• էևիտանի կւ 
Հողվածում ապացուցվում են հետևյալ երկու թեորեմները:

ւուսր ած ութ յուննե րի մ I. (

Թ к ո р I. մ 1. ք1՚իցուր (] (X, у) ֆունկցիան բավարարում Լ նեւո1ւյսւ| պայմաննևրին. 
1 . երբ Г < 1

I 7 (х + г ըօՎ у 4֊ г Տ1Ո&) — զ (,е. у) I < Аг խ (х. у)}я,

որա եղ А ե ղ

2°. Ь рр
նասւոաաուններ են. րաո որում 0 < а < 3

2

-гу ч(х.у) Լ

որտեղ Կ ինչ пр Сшиաաւոուն է:
•» . <]ոյուրյոլ(ւ ունեն այնպիսի В>0 և^>0 Տասւոատուններ, որ բավականաչափ է 

г в 1л2 4” У2 1 ’’ի Տամար

1|‘дн|Г |ւնչ пр т > Օ֊ի նսւժար ք (Х9 у) ֆունկցիան բաւ|արարում է սւյսււ||ւսի պլւյյ՜
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/ - dxdy < oo
4՜ (*. У)

Ъ 2 ш G ш lj b G f

Cn =

Q0

I |/(*, y) ¥/>(*• y)dxdy:

Hjq qbujpnuf /(X> y) f[) n l G Ц g |i in j |> luGpGqftuimnipjuiG tutfbG if|i (x0։ y0) Ijbmnvif

И21-^֊
И1 Cn4n (Xo, Уо) = /(%> Уо), <31

3
ipmbq S > T + 2/B + T, U1Ju|iGfG f (x, у) фпсП1|д|1Ш]|1 num ПрbqfiG<jbpji oiqbpuitnnp|i ub~

ijuuljuiG Q>ni.GI|g|iUiGbp|i i|bp)ntdnLpjuiG, fb|iuu|i 5 ? * -f- 2/5 + T7 -pq Ijinpqfi iffijjiGGbpp 

(Xo* Уо) IjbmnLif iqinnnf bG / ( Xq, y0) u>pdbf|iG:
|3) fiun|uiihupncpjn l(jp inLq|i nuliji Ruji|uiuшрш>шi|i Ьг1| \шф muipuiAnipjuiG inifbl։ 

J|i i|Lp9uii|np iftuuniif :
P* b n p b if 2. %|ignt f q t X, y) li J (X, y) JJ>nuGI|g|uuGbpp pun|iupinpniif bG Guifunpq 

pbnrLtf|i u|UijiftuGGbp|iG I» puig|i wjq (Xo* Уо) ЦЬт|1 »f|i nphh ^ррш^ицГппГ q (x, y) Q>nuGl|- 
gfiuiG niG|i if|iGJi a — 1"Prl ^ШРЧЬ UUifiifuiGmi|luil| ifiuuGiulpuG uiiiuligp։i|libp, |iul| J (X) 
^ruGl|g|iuiG՝ J|iGJi a*pq l|iiJ|iq|i tuGpGi|Gui in ifuiuGailjiuG uiduiGgj ui|Gbr: lAjq blipuiqpntpjnL G-

2
Stpfi г)Ьи|ГпиГ, bpp S Л т 4֊ g- 4֊ ьчЬ ntli|l KbinllJIII| Аил|шиШ|1П1р]ПкСр'

3
2

da/(x0, у a) 
~dxa' dy^ ՜

(*! 4- ։г = a),

oju[։(ifli f(x, у) фndil|<j|iшJ|» puin 5pbr|J»Gqbp|i ou|bptuinnp|i ubQimljiuG !j>nuGl|(j|nuGb[i|i t(bp- 
3

|ni^ni|>jtuG a-rq l|uipq|i iu6<uG<jjiu[Gbp|i lb|iuu|> s > т 4՜ 2/3 4՜ *o՜ T 3 *P9 ^bjhGGbpp

(Xo, Уо) Ijbinnuf i<|innLif bG f(xt у) фniGI|I|i 2-pq 1]шpq|t iuiiuGgjiu[|i wpdbf|iG GnijG 
l|binni tf;
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