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Об одной асимптотической формуле распределении собственныхII

значений оператора Шредингера в двумерном пространстве

(Представлено А. Л. Шагиняном 10. V. 1958)

из

Обозначим через <?(х, у) функцию, действительную и непрерыв
ную во всем двумерном пространстве Пусть при г= (х։ у2|7—>֊оо 
функция д (х, у) оо.

Рассмотрим уравнение
Да 4֊ {X — 7 (х, у) 1 и — 0. (1)

Известно, что если функция д (х, у) удовлетворяет вышеуказанному 
условию, то уравнение имеет чисто точечный спектр с единственной 
предельной точкой на бесконечности.

Обозначим через Х|։ Х2...., Х,„... собственные значения уравнения 
(I), а через <?։ (х, у), <р,(х,у),... сл (х, у),... — соответствующие орто- 
нсрмированные собственные функции. Далее, обозначим через Л'(Х) 
число собственных значений уравнения (1), которые меньше данного 
числа X. т. е. положим

АГ(Х)= V 1. □

Впервые асимптотическое поведение функции V (X) при л֊>х 
изуча. ось в работе Уэта и Мандля (1). Накладывая на функцию 
</(х, у) некоторые жесткие ограничения, они вывели следующие асимп- 
тотические формулы:

а) а одномерном случае
х(Х)

/\'(Х)---- ?- [ {X —?(х))։Мх;
7Г

0
где х(Х)—корень уравнения ^(х) = Х;

б) в двумерном случае

Л'(Х)---- С( {X — д (х, у)} Лх(1у\
4к ) I

д(х,у)< А

(2)

(2')
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в։ в трехмерном случае

1 дх дудл. (3|
'/( V, у

В работах Титчмарша (а) и Рея (3) были даны, соответствен
но, новые доказательства формул (2') и (3). И, наконец, недавно 
В. М. Левитаном (*), в связи с изучением разложения по собст
венным функциям уравнения Шредингера в случае неограниченно 
растущего потенциала в трехмерном пространстве, была доказана 
следующая асимптотическая формула

Ц [ *){Х <7(х. у. г\'1՝дхс1удг, (4)

'и 1 //(х. у, :) <■ ). ‘ ■

где " 0 и

Чт) = ( I У- *) Й (х> У» г) йхдудг. 
V • <7 — ос

Формула (3| следует из формулы '4) (т = 0).
Цель настоящей заметки доказать формулу, аналогичную фор

муле (4), в двумерном пространстве. Доказывается следующая
Теорема. Пусть функция д(х,у) удовлетворяет следующим 

условиям: л
Г. при

| д (х 4 г сов », у 4-г5ШН) — д (х, у] I < Аг {д (л, у;)а, (5)

где А и а - некоторые постоянные, причем

2°

д(х г сов и, у -1- г 51п П) (6)

при г > 1

3՜. существует такое постоянное число В > 0. что
ОО’ Г1

I \ Ч (л՜, у)}~вдхду (7/
— со

Положим (“>())
I Э

' (X) = те в\д (х, у) < X}, от(Х) = г (X — у) дз (у)
. о

и предположим, что существуют положительные константы а- и ? 
такие, что Оля достаточно больших X выполняются неравенства

тогда при /. оо
азт(л)^ Хз. (X) рзт(Х), (8)

130



Ч (*, у)\(1х(1у. (9»

г/*՜ н у) <?• (X. у) йхйу. (9'1

Замечание. Прежде чем перейти к доказательству георемы, ука
жем некоторые достаточные условии* для того, чтобы имели место 
на первый взгляд странные неравенства (8).

Пусть для достаточно больших г выполняются неравенства 
аг'։ < 7(х, у! < Аг*, (10/

где а, А и о положительные константы. Так как
те» {Дгг<лрстея {</ (х, у) < к) ^тез {аг*< Х| ՝ (11 >

и
I / к \։/*1 / л \2гтез [аг՛- л[ = тез г < | -1 1 — ~ | — | , ' а I \ а ]

ю из неравенств (11) и определения функции а(к) следуед

(12)

*
Далее, полагая у՜ (у) и интегрируя по частям, получим

О
А

у7՜1 о (у) £/<

о
Поэтому из (12) следует оценка

Для того, чтобы левое неравенство было нетривиальным, необхо
димо потребовать, чтобы выполнялось неравенство

г. е.

(13)

Заметим, что при ' 0 это неравенство выполняется при любых
4. а и о.

Таким образом, мы доказали, что из (10) при дополнительном 
Условии (13) следуют неравенства

* Эти условия указаны Б. М. Левитаном, .Математически»՜։ сборник*, т. 4Т 
։«3): 4 (1%7).
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а,Хт+2։<'Мх)< (14)

где и, и .4, положительные константы. I
Покажем теперь, что из неравенств (14) следует неравенство

Ф-(Х) <С ( V ) • (15)

где С — положительная константа.
В самом деле.

ММ <

г. е. оценка Дт). Из оценки (15) неравенства (8) следуют непосред
ственно. Действительно. 1

Это доказывает правое неравенство (8). Левое неравенство (8) яв 
ляется тривиальным.

Доказательство теоремы. В работе (”) указано следующее ин
гегральное равенство

Тп (х.у) =

где А0(/.г) функция Бесселя, а х = {<? (л՜, у) 4- н}4 г = { (х ?՝8 
Чу-т^. I

Дифференцируя (А) р I раз (р — целое положительное число) 
/ р .2 р

по {1, используя элементарное неравенство I У а, ) р \у а', полагая у I <
/••I

в полученном неравенстве п — 1, 2, У и складызая. мы получим 
неравенство
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7 ( А-, у) } К՝՞ Ц * ''( хг) ф„ ( = , 7})^С^7]

+֊ V ^(/.„ + [1)֊^

<1 — 1 к —О
к/ (5, г, ।

*~0

(16

С помощью неравенства Бесселя для первой слагаемой правой части 
<161 нетрудно получить следующую оценку:

су-Л2р-|) (|г (17

Далее, непосредственным дифференцированием нетрудно прове
рить. что /С*"՜*՜1! (хг) есть сумма членов вида

* ь

(/ = 1. 2,-••./>—/? 2; / = 0, 1, /г 1|.

Поэтому для вюрой слагаемо։! применением неравенства Бесселя 
нетрудно получить оценку

2к 1
" 1 Л֊»! 1 I —7Г~ (Л | р р

ЕЭД1 £ 0., + нр» И8 г 11<МА՜ г<'°411-
1 0 .*> — 1 0* и

Ъс 1

У + Г51пН)|^ГХ //»' 
к) <
О Л

^±1 
1 1 Р

Г/։ * 1 , Оя (Л 4 Г С08 н\ у

• г51п» )|аг 4 — [ ’ (18;

т), а т( и з произвольные положительные числа.
обе части неравенства (18^ на у), (т>0) и про- 

всему пространству /?г. Применением неравенства

где л >» 4р 2
Помножим 

интегрируем по 
Гёльдера получим оценку

к -и

(19)

1г положено

<74 Л՜. У) с ^л՛
՛ Лт'Р - (*,, 4-у)2'' (20»

Числа определяются по формулам (9'1.
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Помножим обе части неравенства (16) на и проинтегри
руем по всему пространству /֊>. Тогда из оценок (17) и (19) следует 
оценка

\х՛. т, о I ՛ ^'л', <,/>)• (211

Выберем р. настолько большим, чтобы выполнялось неравенство

С 1
иИ 2 ' I

Тогда из (21) следует оценка

$л',^< С1-„р, (22)

где $М'1гР и /-,р определяются по формулам (20).
Так как неравенство (22) имеет место при любом Л', го из (22) 

следует важная оценка (р-*֊оо/.
ОО

ч ___ _1_ ГI* (Г[х, У) _
" (Х„ +Р)2д 4- {«/(х, V) + и}2'’-’

"' • > _<х

Введем монотонную функцию от >■

-().) = тез (х, у) л). 
1 огда

.).) (•*. у) н!2р՜’ ՛ 1 (X н
» п

( 2р ֊ 1) (ДД^֊ 
’ 1 ' ) (/. !֊ и)*/' '

0
Из (23) и (24) следует асимптотическая формула

. (/хб/у (231 у

кь 1

(24)

ч” Ч’1 1 Г
-' (>» +11)» 4г.) (X I ар1 " 1 0

где
А / •

МЛ) = 1 (' ՝') '' сЬ (V).
•

11олагая

зч(Х)= V а»я*. 
лл</.

-и ими омическую формулу (25) можем переписа
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(’ rfat(x) 1 Г d^-(՝K)
J (X 4ir J 7м- '

<) 0
126)

Тогда в силу условия (8) применима тауберова теорема М В. Келды
ша (6). в силу которой из (26) следует

ММ ~ 5г(Х)
или

У; 4^ J) Р- ֊ </(*, у)} q^x, y)dxdy.
I < X 7(А У) < х

। е. нужная нам формула (9).
Теорема доказана полностью
Теперь из (23) получим одну оценку, которая нам пригодится в 

другой работе для изучения вопросов разложения и дифференци
рованных разложений по собственным функциям в случае неогра
ниченно растущего потенциала в двумерном пространстве При преж
них обозначениях из (24) следует

J ■ (■> + Й)^ ՝ J (>. + Н<* ՝ 
О о

Если выполнено условие (10), то а(X) <С№* (см формулу (12)). н 
силу чего из (27) следует оценка (и-* со):

г/а.(Х) 2х + 4/6 + 2— Ар

О

и значит подавно
(н+1)’

(А) 2t+4/6+2-4p (28?
и.

С другой стороны.

и’РI
Мн*Н ։29

Из (28) и (29) следует оценка (и« =
«,[(и I l >’|-«4f**) = S «?’< 

И < нл + 1
(30)

Пользуясь оценкой (30), в другой работе мы изучим вопросы разло
жения и дифференцирования разложения по собственным функциям 
уравнения (1).

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР
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Ւ. lb ՍԱՐԳՍՅԱՆ

ճրեւ)իհցերի օս|ն Ո ա ՝ոո ր |ւ ււՆ ijiuilj tiiG ա՜ւժեջհեոի թաշ|ս ifuifi 
if ի ասիւք ս| inn in ի 1| pin Gin ծ և ի ւքաււիհ

A*ւ yf ֆունկցիան տմրողհ երկշափ տա 
ֆունկէյքէա է ե

/////

որտերյ ք =■ ք >’*)'
Գի տարկենք) հե tn ե յաք հաւք աս ար ում ր

Հայտնի է* որ ե իք ե ( ք) պայմանը 
կետային է և ունի միակ սահմանային

բավարարված կք ապա (%) հավա սար if ան սպեկտրր 
կես» անվերջում: Նշանակ ե նր X-լ । /շ,...» (Հ)

հավասար ման սեփական արժեքները, ի սկ ( X, ք <քշ(ճ, У )/• . <ք ( X, V )• • • -Ու/՝ համ ապա- 
տասքսան սր ի/ ոն որ մ ա վ որ ված սեփական ֆ Ո ւն կ ց ի ան ե ր ր է Այնուհնտև, քէ (Հիով նշանակենք 
2) հավասարման այն սեփական արժեքների թիվը, ո ր ոն ր փոքր են տված )֊*-իւյ. այսինքն*

ձ/»/ւ A -F 00։ Ա
tn սսւ մնասի ր վում Հ ,V ( A ք ֆունկցիայի ասիմ պտոտիկ վ ա ր ր է 

մ այս հարցր ուսումնասիրվել է /1ւեաի ե Մանդ լի կողմից
(*) աշքսաաուիք յան մե^ք Նրանք քք (X, \'ք ֆունկցիայի վբա դնելով բավական ծանր պայ
մաններ, միաչափք երկչափ ե եռաչափ տ ա ր ա ծ ո ւ թ / ո ւնն ե ր ի մ եք ստայել են . հա մ ապա- 
տասքսանարար, (2)ւ (3 ) ե (3) ասիմւդոոտիկ բանաձևերը (տես հիմնական տեքստում): 

1933 թ, Տիտչմարշը ) և 193 4 թ, Ռեյր ( 3) տվեցին, հ ա մա պ ա տա ս քս անա ր ար , (2 ք 
և () բանաձևերի նոր ս» պա րյ ո ւ յ ցն ե ր ! P^ Մ. Լևիտանը (^ք րստ ( 2) հավասարման սեվ»ա- 
կան ֆունկցիաների վ ե ր լո ւծ ուիէ յան որոշ հարցերի կ ա պ ա կ ց ո ւի1 յ տ մ ր ընդհանրացրեց ( 3 )

Նշանակենք ( *? 0)

հ;’ 7 (x. V. (X, y. Z) dxiiydz:

քհյդ դեպբում տեղի ունի (4) ասիմ պտոտիկ բանաձևը (տես հիմնական տեքստում
Ներկա Զոդվածում մեր հպատակն Լ ստանալ (4) բանաձևին անաջող բանաձև երկ 

■չափ տ ւսր ա ծ ո ւ թ յ ան մե^1
l^bnpLif. ‘հիցու-p q (X, V) ֆու!ւկցիաէւ բավարարում I, fibmlijui] ս|1սյմւս(ւ6եր|ւԱ»
lC. 1*րբ r < 1

V U rcosb, y 4֊ r sin H) — </ (JC, I < Ar {y (X, y) 

nptnbq 4 և a filiiuiniiiinniGGlp են, pum որում 0 < a < */8:

r cos H. y + r sin ») C exp

ււրաեւ| C իեչ np liiuuinաւոուն Ա
8 . tfnjnLpjntG ունք) այնպիսի H > () հասաատուհ. որ

{g(.v. v)! H fixdy
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I» ~ in li in l| blip I (J)

Pl rne>!</M vl • I» (1 z ( »i

I. IfUpiuiipblip, lip q ti j ni pjni 1։ UlIlLli ill)Gii||i ufi I||iuil|iuli 1 li i
l|uil|lllGll«)lll l|l lfl>A Hip llliplib|||l Hiuifiup

P I < ka. (/1 5S.(k).

Slllllinill innt HGbp, lip /-fi

Hjq blip hi i||i n i ppi i lilibp|i i|bii|pniif (/

7 ’ v. v)

V) (txdy:V/ J/ t//.V.
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