
ՀԱՅԿԱԿԱՆ ՍՍՔ- ԳԻՏՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐԻ ԱԿԱԴԵՄԻԱՅԻ ԶԵԿՈԻՅՑՆԵր 
ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК АРМЯНСКОЙ ССР 

|хх711 1958՜ ՜ 1 - 2՜

МАТЕМАТИКА

Р. М. Мартиросян

Об одном интегральном преобразовании

(Представлено М. М. Джрбашяном 24.1.1959)

В работе (г), посвященной решению смешанной задачи для
одного гиперболического уравнения, содержащего смешанную произ- 
|одную, была рассмотрена задача о разложении по собственным функ- 

иям уравнения у"— 21а\у' + Х’у = 0 с нулевыми граничными условия- 
и. Оказалось, что при некоторых ограничениях, накладываемых 
а функции (х) и/2 (х), возможно их одновременное разложение 
о собственным функциям указанной задачи, имеющее вид

/։ (•*) =$/*?*(*). /2(х) (1)

де аа собственные значения и <?А(х) соответствующие собственные 
»ункции. • 4

Этот результат послужил основой для исследований М. М. Джрба- 
1яна (2), построившего соответствующее интегральное преобразо

вание на полуоси (0, оо), * . „

В настоящей заметке мы рассмотрим одновременное разложение
1ары функций, несколько отличное от*указанного выше, и, основы
ваясь на этом, построим соответствующее интегральное преобразова- 
<ие на полуоси (0, оо). Способ получения этого преобразования по 
1дее весьма близок тому, которым пользовался М. М. Джрбашян в 
Ьаботе (’).

Итак, пусть А симметрический оператор в гильбертовом про
странстве Н и пусть рассматривается уравнение

(Д* + (Д — Х<-х£) <р = О,

пока-

(3)է* *= — ?ւ,

(2)

'де и и>а положительные числа. Обозначим собственные значения 
и собственные функции этой задачи через а* и <?*. Тогда, как 
рано в (3), если положить

|?շ — Л?* —Ф? = ХА(ш1 

То коэффициенты с* разложений



Ь = 2/лф?, Л = Н)

определяются по формуле

Ш1 (Л. Ф*) + (°г (Л. Ф*) . 
°>1 (фь ф*) 4֊ шг(ф?, Ф*)

Рассмотрим теперь в качестве А оператор дифференцирования 
Д<р = 1՛^' на отрезке |0, Л] с минимальной областью определения 
© (0) — © (Ь) = 0. Положим» далее» при вещественном а

«4 =У а* 4֊ 1 — «, шг = ] а2 4- 1 4- а. (б|

Очевидно, что тогда (*) задача (2) сводится к задаче о собствен
ных функциях уравнения

у" — ‘Наку' 4- 'кгу = 0 (7.

с граничными условиями у (0) = у (Ь) = 0.
Нетрудно убедиться, что собственные значения этой задачи равны

Х* =----- (А= ± 1.
֊1֊ ш2) и

а соответствующие собственные функции
/Х^сооЛ —/Х^ю^Х

—е
Ь (ш։ 4 и)2

фГ(х) = —

Далее, пользуясь формулами (3), без труда находим

(81

(91

— /Х^о^Л /Х^ш^Л
ь Иьы2Х ъ —ь в ----в

<р2(х) = /е , = , Ф*(л) = ——---- ----- ----- (Ю1
՛• (<»1 + <’>։) 

' *Положим теперь в (4) /2 = 0и/։= /. Тогда из (5) получим

ОО

и следовательно,

/= —’(/, ФО <Р։-Ь
-----ОО

(11|

Совершим в этой формуле предельный переход, устремляя Ь к бес
конечности. Для этого заметим прежде всего, что, как это нетрудно 
проверить, функция

^(х,Х) =
— /ш(Хх । /шаХг /(й.Хдг+«)•(? е —е

—---------------- !-------- 51 п а------- ------------------- сов а
о)2 /X (<о1 4” шг)

(12

является решением задачи Коши для уравнения (7) при условиях
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Т(0, к) = Sina, Ф'(0, к) = - cos а. (13)
Очевидно, что в случае, когда sin a = 0, cosa=l, имеем — 
L — Т (х, кд). Таким образом (И) может быть переписано в виде

ОС

\0 /

— ОО

1олученный ряд легко записать в виде интеграла Стильтьеса, если 
вести в рассмотрение функцию скачков

Ра (к)

_ V (Х^О), 
ь

х < х^ < о

V (Х>0).
0<Х*сХ ь

ействительно, поскольку скачки р«>(к)равны MfrU).
----- - ’ то 

b ՝

(14)

1егко найти асимптотику оь (к) при больших Ь. В самом деле, по֊ 
кольку к* составляют арифметическую прогрессию с разностью, рав- 

2^ой-------------- > то, например, при положительных л количество чле-
(ш1 ш2) Ь

\ \ V к (ч1, — ш2) Ьов в сумме рг> (к) = ■—֊ /, кк асимптотически равно ——----------- •
Ь 0<кд<к

. /«>. . к (ш, + ш) Ьпоэтому р& (а)------ М------- *----------- г откуда без труда заключаем, что
Ь 4-

P (k) = Um pz> (к) = Zu)j (u)| ֊4՜ Юо) к2
4г

•та же формула справедлива и при отрицательных к. Совершая фор- 
ально предельный переход в (14) (при некоторых ограничениях, 
акладываемых на /(х), это может быть легко обосновано, на чем 
днако мы не останавливаемся), находим

иг

/(-<) =
— GO (J

ли, если ввести обозначение

2(к) = /и>։ (u)j ֊4֊ 4)о) к (15)

°, поскольку 2 (к) = р' (к),



ОО

— со о

В этой заметке мы установим более общий результат, причем 
качестве /(х) будем брать произвольную, суммируемую с квалрато։ 
функцию на полуоси, и интегралы понимать в смысле сходимости 
среднем. Однако, прежде чем перейти |к точной формулировке тео 
ремы, докажем следующую простую лемму.

Лемма. Пусть /(х)^/,2 (0, со) и

Ф(л) = 1.1.гп.
Л’-оо J

о

При любом е> 0 можно указать такую функцию Ф (л), аналити 
ческую в верхней полуплоскости (вплоть до оси) и убывающую ш 

бесконечности как —♦ что одновременно выполняются 

неравенства

||Ф(Х)—Ф(л)|]<г,

। Ф (/ш1 а) — Ф (/и>1 С1|£ а) ( < е (с1§а>0).

Доказательство. Пусть/(х) имеет производные второго 
порядка и обращается тождественно в нуль в окрестности нуля ? 
бесконечности. Тогда

Ф (X) = I/(0е*ш'‘сП = е*ш'1М =
.1 Да>. . /ли), )
о 0 1 о

Но в верхней полуплоскости, очевидно, имеем

о

ОО

Таким образом, Ф(X) аналитична в верхней полуплоскости и убывав

на бесконечности как —• Для получения нужных оценок замети։ 
Л2

следующее. Как известно, какова бы ни была /(х)£Л։( —оо, со), пр։ 
произвольных А и <0 =р 0 (1ты — 0) имеют место следующие формул** 
обращения. Если
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О

Ф(Х) = А 1.1.т.
<3 во

— а

(17 м

а

/(х) = —^-и.т. С Ф (X) е-'"'хЛ„
2 я А

— о

(18)

При этом справедливо равенство Парсеваля
с»
( | Ф (X) ]2дГа = 

—
<0

2тгД2
|/<АГ) |3 б/х. (19)

Теперь ясно, что если /(х) достаточно близка к /(х) по метрике 

пространства А2, то первое неравенство леммы ||Ф (л) — Ф (X) |]<^е бу
дет выполнено. Займемся вторым неравенством. Заметив, что точка 
4\01С(£а лежит в верхней полуплоскости, представим Ф^ш^^а) 

**“ 1 •
I—Ф(*ш։^а) в виде сходящегося интеграла

ОО

Ф(/и>1 ^а) — ф (/ц>։ с(§а) = {/(/) — }е՜՜(И.
О

тсюда
вс <30

|Ф(/ю1с1§а)Ф (Х101С1§а) 12^ е ‘ 1 '(Ц —

о о

___ 1 _
2 в)? с(ст а

ОО 
р/ю -7(*)1*л.

О
аким образом, если /(х) достаточно близка к 
ба неравенства леммы выполняются.

Переходя к формулировке теоремы, введем в 
ию

2(4 =
и)։ (и)։ 4֊ ш2) X

2՜ (Ха)2 51п<х — I СОБ а)

/(х) в среднем, то 

рассмотрение функ-

(20)

еп?ръ мы утверждаем следующее.
Теорема. Пусть /(х)£Аг(0, оо) и

м
Ф(Х) = 1.1.тп.

СО 

о

(21)

ели Чг (х, X) является, решением уравнения (7) с начальными ус-
овиями (13) [формула (12)], а 2 (X) определена формулой (20), то
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а) при ctga>0

f(x) = l.i.m. i Ф (X) Ф (x, X) 2 (X) dk 4- <«? («>? + 1) ctga<P (Zu)։ ctg a)e~ctR*x 
a-- J 

— 3
в) при ctga<^0 

a
/(x) = l.i.m. (’ф(Х) Ф(х, X)2(X)dA. 

ao 
— J

Доказательство. Предположим что Ф (X) аналитическа։ 
функция в верхней полуплоскости вплоть до вещественной оо

и убывает на бесконечности как — • Пользуясь формулой (12
X2

для Ф* (х, X), после простейших вычислений найдем

Чг (х, X)2(X)dX =

Хо)г sin a 4֊ i cos a 
X uj2 sin a — i cos a

Рассмотрим теперь контур Гэ с положительным направлением обхода, 
составленный из отрезка |—о, а] и полуокружности Са, лежащей ։ 
верхней полуплоскости и опирающейся на |—з, а[, как на диаметр 
Тогда предыдущую формулу можно переписать в виде

1
2к/

, ф (К) {Ч, Sin a ֊ cos «е<д,и<д 
J XuijSina—/cos a
Га

/Xu)j sin a — cos a 
Xu)2 sin a — i cosa

e^xd\

Заметим, что во втором интеграле правой части подинтегральна* 
функция не имеет особенностей в Гв при ctgas^O. Если же ctga>0 
то при достаточно больших а (в силу того, ЧТО w1U)2=l)

■֊ [ф (X) ,)֊ю՛sln ° ~ cos =
2тс/ J Xw2 sin 1 — i cosa

Га

= res Ф(Х) /Хо^ slna — cosa /Ш։Кх| 
Xw2sina—Zcosa h-to.ctg.
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Итак, при ctga > О и достаточно больших а 
9 а

Ջ֊ ք Փ (X) е՜ "'КхЛ. = I Ф (X) Г (X, X) Զ (X) di. 4
2* J J

— а —а

4- вц (ш? 4՜ 1) Ctga Ф (/u>։ ctga)e“c,Re'*4-

4- Сф (Հ) /ճ(°ւslna- C0S%^A< 
2^/ J Zu)։ slna — /COS a

C, 
а при ctga^O

(22)

/Хш. sin a — cos a iu,.x , 
--------------------- e at.
Xu)2 sin a — /cos a

Таким образом, при с(£а<0 в формуле (22) пропадает внеинтеграль- 
ный член. Поскольку именно эти формулы лежат в основе доказа
тельства, томы ограничимся случаем, когда ^а>0. Второе утверж
дение теоремы получается из последней формулы таким же путем, 
каким мы установим, исходя из (22), справедливость первого утверж
дения.

Итак, пусть ^а>>0 и /(х) произвольная функция, суммируемая 
с квадратом на полуоси /(х) £ А2 (0, оо). При заданном е>0 на осно

вании доказанной выше леммы подберем такую функцию Ф (X), ана

литическую в верхней полуплоскости и убывающую как —» чтобы 
Х։

выполнялись неравенства

|Ф(Х)-Ф(х)|<е> | Ф (/a>j ctg a) — Ф (ZiOj Ctga)
£

՜^—2----------- ,23)
աւ («J? 4- 1) ctga

Далее, в силу формул обращения (17), (18. для достаточно больших 
а будет

3

-- 3
На основании равенства Парсеваля из неравенства (23) следует

3
Щ1

2’ J — a
(it-(Ф(Х)-Ф(Х)р <<0|Նր

Теперь ясно, что при всех достаточно больших а должно выполняться 
неравенство
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Нам понадобятся еще два неравенства. Для их получения заметим, 
что, как это нетрудно подсчитать, пользуясь формулами (12) и (20;,

V(х, X) 2 (К) = V, (X) + V,(X)

где положено

(К) = Ш1

2к
_ О», /Хш։ 51п а — СОБ а 

Ч 2 ( Л) —
2к Ди>а Б1п а 4- СОБ а

Очевидно, что Ф2 (к) при любом а ограничена на всей оси. Пусть

|ЧГ1(Х)|=йЛ1, |ч% (Х)|=ел։. (25)

Если через ЛДХ) обозначим произвольную функцию, суммируемую с 
квадратом на оси, Г(Х)££8(—оп, оо), то поскольку

а за

У^(Л)Ф(Л, Х>2(к)</Х = рХХ) (X) + |г(Х) ^(Х)^^,

— а — о — а

то, в силу равенства Парсеваля (19), без труда получим

Учитывая еще оценки (25), имеем окончательно

— а

(26)

Заметим, наконец, что при всех достаточно больших з

Хш2 $1п а — I соб<х
/Хш1 Б1п а — СОБ а

՛ (27)

Действительно, для Ф (X) справедлива формула (22). Отсюда легко 
следует, на основании теоремы Планшереля, что функция

( ф (X) ^151П«-СО5.е.^л 
2тс/ I Хи>2Б1па— I собл

имеет предел в среднем при о-»֊оо. Этот предел равен нулю, ибо 
последнее выражение точечно сходится к нулю (х^>0) [при о -* оо 
в силу известной леммы Жордана.

Теперь уже легко доказать теорему. В самом деле» на основа
нии равенства (22) и оценок (26), (23) и (27) заключаем, что при всех 
достаточно больших з
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Ф(Х)е
— о

Л’,Кг — ш? 1) С1£аф (/со* С1£а) е՜'

<3

Ф(А)^(Х, к)й(к)Л

а

= ( {Ф (М ~ ф (М) (л> М 2 00 -Ь Ш1 (ш? 4֊ 1) <^а{Ф («со* с1§а) —

- Ф (/и)։ Се^а)}е-с1к։"+ Гф (к) ^Ч.51па СО8а^ 

2к/0 Хш881па — /соза
Со

Отсюда, на основании (24), следует, что при всех достаточно боль
ших а

что и доказывает теорему.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

г- и. ицрзьглизиъ

11*1» |>6«пЬ*|рш[ 21111иф|||п111_р]шЛ 1Гши|>Л

(^) о^тш^пр^ 5ШШ л/пи9 С ияи^ш д ПС д

^Ьзп *֊/> ДрШ^шЬ *> Шишш 1П П1_

ун — 2 аГКу' 4- Ь*У = О

[П1.Дпл.&Ъ 4 (0, со) ышшпшЪ£ >[р^1 "[•

4^(0. X) = 51П а, У'(0։ Х) = 

шЪ

Ъг«иЪи/^д^„^ а)1 = 1Лаз । — а< — 1' а։ 4֊ 1

— СОЗ а
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<։>■ ( Cl) ■ -4— <ւ)շ) Л
Զ (X) = ----—-------

2к (Ad)շ sin a — / cos a)
ֆու ն^Ւ անւ

ՊնղվՈէ.մ է 
եթե /(х)€£а(0.

հ ետև յա լը' օօ) ձ Փ (X) = l.i.m. С/(0 etm‘udt,
Л’ eu՝ I</ 0

u/) երր Ctg a > 0
з

f I x) = l.i.m. fՓ (X) 4' (X, X) Զ (X) d) 4֊ <Հ (<Հ 
a -• Л5

— 3

4֊ 1) ctg a Փ (iu)։ ctg a)e ctRe x

r) bre ctg 7 0
3

f (x) = l.i.m. I Փ (X) 4r (x. X) 12 (X) dk\
О — ОО

— 3
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