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МЕХАНИКА

М. А. Задоян

О вариационных уравнениях теории ползучести
(Представлено Н. X. Арутюняном 10. III, 1958)

Цель настоящего сообщения—обобщить некоторые вариационные 
уравнения идеально упругого тела для материалов, обладающих 
свойством ползучести (бетон, пластмасса и др.).

1°. Между компонентами деформации е’(£),•.. и напряжений 
о*л (/),... имеются зависимости (։):

I
/
(к։+>)»;««пел (П

Г
Ъ,(О = (7—- |<,(0- 1' (<. г)*|.

(л, у, г),

где 5* (/) = <з'х (/) 4֊ з‘ (?) 4- а* (О, Е (I) — модуль мгновенной деформации,
Е(()V—коэффициент Пуассона, 0(0 = ------ 

А'(Л (2)

ср (т) = —1 4- Со, а Дх, Со и 7 — параметры , характеризующие свойства 

ползучести материала.
Выражая компоненты напряжения из (1) через деформации, бу­

дем иметь:
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'ху{() = 0(0 7^(0 +

где 0* (/) = е’ (/| -ь е’ (О + е'(0, а R {Г, т) резольвента ядра /<(/,-), 
величина которой определена в работе (։). Она имеет вид:

Е

+^֊ (£«)* ’ <«• (-*) 
£(0 л т

где т| (0 = 7 (1 + ?(О £(0Ь О (0 = <(О + т] (О И (О ֊ 71-
2°. Пусть тело, материал которого имеет свойства ползучести, 

находится в равновесии под действием заданных сил и перемещений. 
В некоторый фиксированный момент / сообщим точкам тела беско­
нечно малые и непрерывные перемещения Зи* (О, 3^*(0< Зад* (О, со­
вместимые с граничными условиями.

Согласно началу возможных перемещений Лагранжа, при отсут­
ствии массовых сил имеем

V
(0 Зе; (0 +. • • + ^(0^ (01 ֊ м (0 = о, (5)

где

ЗЛ (0 = |Х (0 3и*(0 4- г, (О 6-и* (0 + ^(0 &™*(01^-

приращение работы внешних сил. 
Вводя функцию

«/• (։, т) = а (о {е «)։; (т) + (О«; м + ։; (/) (,) +

>0*(Л6»(т) 1 Г 1։+ - , _2; ч--^ 7^(<)т;л) + т;,(П7;։к)+т;։«)7;։« (6)
А I

и используя соотношения (3), после некоторых преобразований на­
ходим, что:

<(о«с(о+•••+<, (о«7:։(о

։== $ /
и/*(Л 0 + 2 т)(/т (7)
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Если внешние силы не варьируем, из (5) и (7) получаем:

V

= 0.
•и

Величина в фигурных скобках называется полной энергией тела.
Из уравнения (8) вытекают дифференциальные уравнения равно­

весия в перемещениях и граничные условия.
Вторая вариация полной энергии положительна; действительно:

(Л /) = 20 (0 (0]2+ - • • +
1 —2՝1

£
2

И7‘ (Л г) = 0.

Таким образом, из 
щих граничным связям.

всех возможных перемещений, удовлетворяю- 
в действительности имеют место те, при ко­

торых полная энергия тела имеет минимальное значение. 
Формулы Грина можно написать в виде

з. ( = ду^../)
«' ՛ Л’։(С

(9>
•о

3°. При варьировании напряженного состояния вариации напря­
жений (/),•••, от* (£),••• и вариации внешних сил 8К,(Ох ху

образуют уравновешенную систему. Сумма работ этих сил на 
действительных перемещениях равна нулю:

V

(п ц (»+•• •+т;, (')«■>;,

Я

(О 8Х(0 + аг,(0 + да» (О 87,(Г)| = 0. (10>

В случае, когда 8Л’,(^) = 8К,(0 = 8/,= 0, имеем

у у у к (о ։<>; (0+• • ■+т;, (0 = о. (Ч>

Аналогично (6), вводя функцию

Т) =
1 I 1

20(о 12 (ом+<•՝, (п о՝, (’) + =■: (о м +
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<<) < (о м*У (12)

и используя соотношения (1), преобразованием получим:

= 8 и* (/, 0֊ (13)

Тогда уравнение (11) напишется в виде

-2 = 0. (14)
V

Уравнение (14) выражает начало Кастилиано для тел, обладающих 
свойством ползучести. Легко показать, что вторая вариация подин­
тегральной функции (14) положительна.

Из всех статически возможных распределений напряжений, соот­
ветствующих данным внешним силам, в действительности имеют место 
те, при которых потенциальная энергия тела имеет минимальное зна­
чение. |И

Формулы Кастилиано принимают вид:

«; (о = д4/*(Л ()
<*>; (о

ди* и, 1)
<4 (о -

*0

-• (0 - _2 дУ' (*, т)
К, (О

(15)

Если к телу приложены сосредоточенные силы Ря(/), то, 
(10) и (13) и вводя обозначение

исходя из

( | и՝ (0 т) йъ, 
V

легко получить, что перемещение от этой силы будет

" ' дР„(0 2] д/\ (0 I*6՝
и

Формула (16) выражает теорему Кастилиано для тел, обладаю­
щих свойством ползучести. Она справедлива также для обобщенных 
сил и перемещений.

4°. По аналогии с вариационным уравнением Э. Рейснера (•), 
пишем

{)]'] р;(О’։,т--- + т;,(о^(0-с/»)/,/) +

V
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է

է-2 ('ձ/*(Հ ')АГ(Л ’)Л

*0

ժս--П1Х(/)
տ

и* (է) + К.(0^*(0 +

֊հ 2У(/)то* (£)] Ժտ I = 0, (17)

причем деформация и напряжение варьируются независимо.
Делая преобразование, аналогичное (’), приходим к выводу, что 

уравнение (17) эквивалентно уравнению равновесия в напряжениях, 
граничным условиям и формулам Кастилиано (15).

5°. Если тело находится в равновесии, то работа внешних сил на 
произведенных ими перемещениях н*(^), да* (^) выражается ин­
тегралом

»*(о= (։տ>
V

Подставляя компоненты деформаций из (3) в (18) и используя 
обозначение (6), находим

1Г*(г, 0+ ИГ* (Л ■:)/?« է)ժէ ժս.
V

С другой стороны, при помощи (1) и (12), из (18) получим 
форму выражения Д*(/):

(0 =

(19)

вторую

(20)
»

Последние два соотношения выражают формулы Клапейрона.
При отсутствии свойства ползучести (/((^, :) = /?(/, т)=0 или 

/ = хо) они совпадают с известной формулой Клапейрона для упругого 
тела.

Вышеприведенные формулы можно распространить также на 
стержневые системы.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

մ- И ՏԷԱԴՈՅԱՆ
(1ււրյբի տեսության Цш р իաց|ւււն ЬшЦшиш բոււքհե р ի ւքասին

ղ ած ում րն ղ •» աՆ ր ա ց վ ում են ա ոա 3 գա (լան ո յ ան աեսության մ է ր ս»Ն ի ւ^ար^ա-

ղ իոն հ ա ա սա ր ոււէՆ А ր ր սողքի հատկությամբ օժտված Նյութերի համար(ր ե տ ոն , պլասա^ 
մաօաս ե այյնթ

Օգտագործելով ԼագրաՆմի հնարավոր տ ե գ ա փ ո քս ո ս մե ե ր ի սկգրուՆրը և սողքի տեսու­

թյան (I) հիէ/եական աոն չութ յոլնն ե ր րէ ատացվում Հ սողր ունեցող մարմնի լր ի վ է- 
Ներղիայի մինիմումի վարիացիոն հ ա վ ա սա ր ո ւ մր ( Տ) է Այւյ հավասարման մ ե 9 պա ր ուն ա կվող
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IF* ( է, *) ֆունկցիան , երբ է = է համընկնում Լ ւսււաձւրս 
հայտված ղեֆորմ աց իան ե րով )։

ենցիայի հետ

1/ոցբի հատկություն ունեցող մարմնի համար կաստի Հյանոյի սկղրոլնբր արտա֊ ր»ւ_J է(14) 4Ապասարումով։ Է՛* (էէ է) ֆունկցիան, երբ Т = է ն ե ր կա յսւցն ու մ է աոաձ^ 
ւղոտեն ցիա ւը {արտահայտված Հարումներով)։ Կաստիլյանոյի բանաձևը և թ ե ո *

ր ե մ ր հ ա մ ա ահ ա տ ա и ի» ան ա ր ա ր արտահայտվում են ( / «5 ) և 1в ) աոն\ութ յունն ե րՈ У է
Արտարին ում երի կատարած աշի/տտանրի մասին գոյություն ntնեէ/ող Կլա 

րսւՆաձեր սողքէով օժտված մարմիՆՆերի համար ոքՆի ( 19) կամ (SO) ւոհսրըէ
Ն/,

Л И ТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆ Ո հ Р* 3 Ո 1> Ն
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