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МАТЕМАТИКА

А. А. Талалян

Об интегральном представлении измеримых функций 
с ядрами, порождающими унитарные преобразования 

пространства £2(0, оо)

(Представлено М. М. Джрбашяном 18. III. 1958)

§ 1. Пусть К (х, £) и £ (х,/) являются ядрами унитарных пре­
образований пространства £2(0, оо) такие, что для любой функции 
/(х) £ £2(0,оо) имеет место

а

1.1. m. ( К(х, t)f(t) dt = g (л), 
П — во ՛

О
а

а -*■ оо

О

В силу унитарности преобразований будет

о.
Следовательно, для любого а

~ l/U «)•
>0 имеем

|ljA'(x, ^|1 = И«К1)/|1 = кИ. 
О
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ёа (X) =
£(х) при О^х^а 

О при х>а
(1-5)

Мы предполагаем, что для 
имеет место

а Ь

I С А'е (х, £) дхсН -}- оо,
о о

любых а^>0 и 6>0 (а, 4՜ оо)

а Ь

Ае (х, йх(Н 
о о

<С н՜°° (1.6)

Целью настоящей работы является доказательство следующих 
теорем:

Теорема 1. Пусть К(х,() и А (х,/) функции, определен­
ные при 0<х4-оо и 0։^<4-оо, удовлетворяющие соотношениям. 
(1.1), (1.2) и (1.6).

Тогда для любой измеримой функции ф(х), определенной при 
0^х<4-°°, существует измеримая функция т(х), интегрируемая 
с квадратом на каждом конечном интервале и обладающая тем 
свойством, что выражение

А (х, /) т (£) (М
о

сходится по мере при а -+ со на любом конечном интервале, ле­
жащем [0, 4֊ оо), к /(х).

В случае, когда /(х) почти везде конечная функция, имеет 
место более сильная теорема, чем теорема 1.

Для того, чтобы сформулировать эту теорему, введем следую­
щее

Определение. Последовательность {/л (х)} почти везде конечных 
измеримых функции сходится в среднем к /(х) на отрезке [а, 6] в 
обобщенном смысле, если для любого существует множество 

д] такое, что те5£^>Ь — а — е и последовательность {/„ (х)) 
сходится в среднем к /(х) на множестве Е.

Теорема 2. Пусть /С(х, /) и А (х, Т) функции, определенные 
при 0^х<^оо и 0 < / < 4֊ оо, удовлетворяющие соотношениям 
(1.1), (1.2) и (1.6).

Тогда для любой почти везде конечной измеримой функции 
Ф(х), определенной при 0^х<4՜ °°» существует измеримая функ­
ция т (х), интегрируемая с квадратом на каждом конечном ин­
тервале и обладающая тем свойством, что выражение

а

^А (х, Т) т (/) (М 

о
сходится в среднем в обобщенном смысле на каждом конечном ин­
тервале, лежащем в [О, + °°). к /(*).
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Имеет место также следующая теорема.
Теорема 3. Пусть /С(х,/) и £ (х, ^) функции, определенные 

при 0^х<^ + оо, и уоовлетворяющие соотношениям
(1.1), (1.2) и (1.6).

Тогда существует отличная от нуля измеримая функция 
т(х), интегрируемая с квадратом на каждом конечном интервале 
и обладающая тем свойством, что выражение

а

(*£  (х, /)х(Г) (Ц 

о

сходится в среднем в обобщенном смысле ни любом конечном ин­
тервале, лежащем в [0, + ос), к нулю.

При доказательстве этих теорем применяет ся ,метод, приведенный 
в работе (։), где доказана следующая

Теорема. Если (<£л(х) система функций, определенных на 
измеримом множестве б'с[О, 1], шее 6 > О, и образующих норми­
рованный базис в пространстве ТР(С), р^> 1, то для любой изме­
римой функции ф(х\ определенной на С, существует ряд

ОС

п — 1
который сходится по мере на множестве О к /(х), поичем

Ит ап = 0. И —

Доказательство теорем 1, 2, 3 основывается на следующей лемме.
Лемма. Пусть К(х, Т) и £ (х, /) функции, определенные при 

О^х^Н-оо, 0^/1< + 00 11 удовлетворяют соотношениям (1)֊ (6).
Пусть /(х) £ £2(0, со), /(х) = 0 при х£ Ео<= д и д = (а, р) ко­

нечный интервал.
Тогда для любых наперед заданных чисел е^>0 и .4>3 мож­

но определить функцию £՝(х)^£2(0, <х>) и множество е0, облада­
ющие следующими свойствами:

а) £'(х)=/(х) при х^^в, н те5ги<е.
р) И (х) 1|(о, л) <С £»

ОС

где С(х>= 1 К(х, 0Г(/)Л = ^Л'(х.

О А
7) Для любого множества е<^ Се9 = (0, Л) — е9 имеет место нера­
венство
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. Л

1 (7 (X, <)0(0 +
о 

для любого а > 0.
Теоремы 1, 2 и 3 имеют место также в том случае, если вместо уни­

тарности преобразований пространства А2 (0, оо), осуществляемых яд­
рами Л (д', /) и А (х, Н, потребовать, чтобы имело место следующее 
свойство.

Для любого ь>0 можно определить 5>0 такое, что, как толь­
ко Ш(о. -) < имеем

а

1 ЛДх,/)/(П ժ/|է0
е/
о

а

II Ռ (х, է)ք(է)

о

для любого положительного числа а.
Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

Ա. Ա. ^ԱԼՍԼՅԱՆ

Տէափելի էնու Րւ1|ցիսւնեթ|ւ |>ճտԼզրա| հեр 1|шյացւքան ւքաէփն; 
ոթւոհպ քւերկսւյսւցւք ան ЦпррцПЬрр սւոաջւսցՕւոււք Ь6 ճշ(0, ос) 

ւոարածությահ ւււհիւոար ձևա փոյսոսթյուհհէ р

А'(Х. /). Լ (X. /) ֆունկցիանևրր >ւսնրյ 1ւսւսնոււք են А շ | 0. ՕՕ | տարա 
թ յան ոլնիւոար ձևափոխությունների կորիղներէ այսյւն^նւ ցանկացած /Ա)£ճ։(0, 
ֆունկցիայի համար տեղի ունի

1.ւ.т 
а — о©

а

\К(х. /)/(/) Л = ^(х), 

о

а

l-i.ni \ւ (х. է) հ (է)(1է = /(х)/
(1 -» оо Ս

0

'ձևափոխությունների п ւն ի տ ա ր ո լթ յան ոլատճառո

|Ա(*)1Ա -)« (2)

եևթաղրվում Հ, որ ցանկացած Д > 0 Д Ь > 0 թ'/ և ր ի համար տեղի ունի 

а Ъ а հ
Ա А։(Х. է)Ժ*մէ < + 00, յ | Լ2(Հ, /) ժՀժէ < + ос (3)

0 0 0 0

Տեղի ունի հետե յա ւ թեորեմ ր,
Р Ь ո [I Ь մ I. Ենթադրենք К (X. է) և Լ (х, է) ֆուն1|ց|ււււնե|1Լ1 ոբոշփււծ Լն, Լրբ 

0 ■֊.. X < + և 0 է X; և բավարարում Լն (1), (2) к (3) աււնչուքյուններքւն:
Այդ դԼւդրում 10, х ).ի ’|рш որոշված ցանկացած ք (X ) տաւ|ւե(|ւ ֆունկցիայի համար 

դոյուրյուն ունի ((Լ օօ)-ի ամեն մ|ւ վերջավոր |ւնտերվալում քաո.ակուսով |ւնւոЬդրե।|ւ т (х ) 
ֆուն1|ց|ւա. այնււ||ւսխյ, որ
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(х, ()-((] <// 
о

։1|р«пш1»шгпп1.р|пиСр, Ьрр д - + оо. 10, + оо)-Ь и-кГЬС <Г|. .|Ьр?ш1|п|1 рБт Ьр||и1[ПиГ пиш

•и Ш I «л/. ПЛ-Ъ// и/ ■/Ч/՛

Л»*
Р Ь п р Ь 17 2. ЬБр1иг|рЫ!р к (х. /I 1| £ (х, /) фп1֊Г1^д|1шБЬрр 

о < X < + ОС. 0 < / < + оо Ь р 111'1 тршрпиГ ЬБ (1 ), (2) 11 (3) и|Ш]1Гш1
П[1П*||шЛ ЬБ« Ьрр

Нр| 1|Ьи|рпиГ [0, сю |-11 ’|р'։| прп^<|шА Аш17шр] 111 шЛ|1|ПСрЬр ||Ьр9Ш||пр М11фЬ||1 фп1.Б1|-
9|шЧ|1 БилГшр чп|П1р]П1б П1Ь|1 ш«ГЬБ 1Г|. |1Г|1пЬр||<и|п«.1Г рши ■■■ 1|П 111 п .1 КСтЬЧпЬ||.
Т (х) фт.С1|д|пи, ш)(1и||«и|1С, пр

а

(X. /)-(/' 
о

ч„Чш^,..„.лГ к /(х)-ьо 10. « 1-ь шЛс Л. .|Ьр;и.цп|. >с~'ьг.|ш|.. г

сГЬ^с |,^и.и.пп.|. «.|»|.с.рс ашВЦшзшЛ А > и к с 0-Ь в«.^«.Р ,о։осР|«.1-
П1.Б|1 '1Н1 £ Ш | Б II] |» и || 11 . пр

а

о

||Б «и Ь <| р ив । р Е ри^кГпирриБ <|рш ^|։уЬ'*  }|»Гшишп|| <|пь^Ш1Г|иг1ПиГ I, / |л* Ьрр а
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1 А. Д. Талалян, О сходимости по мере рядов по базисам пространства ЬР 
.Известия- АН АрмССР (серия физико-математических наук), т. Ю, № I (1957).


