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МАТЕМАТИКА

И. С. СаргсянО дифференцировании разложений по собственным функциям оператора — Д-|-<7(х, у).
(Представлено М. М. Джрбашяном 3. I. 1958)Обозначим через д (х, у) действительную непрерывную функцую, определенную в некоторой односвязной конечной области Г) двух­мерного эвклидова пространства Е2. Через Г обозначим границу об­ласти В.Рассмотрим следующую задачу на собственные значения:△ /г {X — д(х, у)} и = О,

Он 
дп

(1)
Так как по предположению функция д(х, у в области В Г непре­рывна, то она ограничена, поэтому не нарушая общности рассуждении, мы можем предполагать, что спектр задачи (1)— 2) не отрицателен. В самом деле, как известно, если функция д{х, у ограничена, то отрицательный спектр задачи (1)—(2) ограничен снизу. Поэтому, как легко видеть, число т4 можно подобрать так, чтобы спектр задачи△ « + ((>> + 1) ֊ <7 (*, у)} и = 0.

ди 
дпоказался неотрицательным.Обозначим через и*, р-,•••, <*;,••• собственные значения задачи(1)—(2), а через <р։(х, у), ?2(х, у),---?п (*, У).-------соответствующиеортонормированные собственные функции задачи (1)—(2).Пусть /(х, у)с=А2{£)). Положим

(О)и рассмотрим ряд ОС /(X, у) .у),
п — 1 (3)
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вопрос о дифференцировании которого изучается в настоящей ра­боте. Аналогичный вопрос для уравнения (1) в одномерном случае исследован нами (։), в трехмерном случае рассмотрен Б. М. Леви­таном (8). Им исследован аналогичный вопрос и для оператора Лап­ласа в пространствах любого измерения (:։). Основной результат во всех перечисленных случаях один и тот же и заключается в том, что каждое дифференцирование повышает порядок суммирования по М. Риссу на единицу. Кроме того, при повышении размерности пространства на единицу порядок суммирования по М. Риссу соот­ветствующих производных ряда (3' повышается наполовину. Так, например, если первая производная ряда (3) в одномерном случае суммируется к первой производной разлагаемой функции по М. Рис­су первого порядка (’), то в трехмерном случае приходится сумми­ровать средними второго порядка (*), в двухмерном же случае, как доказано в настоящей работе, порядок суммирования оказывается рав­ным 3/2.ПоложимН (х. у, и, г>; р) =^<ря (х, у) <ря (н, ^), р >0 рп < ни продолжим функцию Н (х, у, и, V; р) для отрицательных р нечетно. Используя результаты работы (4), где получены асимптотические оцен­ки для производных спектральной функции Н (х, у, и, V; р) при боль­ших р, в настоящей заметке установлены следующие результаты.Введем обозначения:

где
2

о

(5)
(О)причем 0* (х, у, w, v; р) спектральная функция уравнения (1) для все­го пространства Е2 при q(x, у) = 0 и определяется формулой (’):.... . 1 Д (нНн (д, у, ut v\ р)= -֊—р -1֊՛.----- ,2՜ гI де //.(х) —функция Бесселя первого рода порядка р, а г—расстояние точек (х, у) и {и, г՛).Функция х. у; р)—это среднее по М. Риссу порядка $ разло­жения по собственным функциям оператора Шредингера, заданного в конечной части двухмерного пространства Е2, а функция 5*(х, у; р)— среднее по М. Риссу порядка 5 разложения в обычный двухкратный202



интеграл Фурье функции, равной /(х, у) для (х, у)^И и равной нулю для остальных (х, у).• Через обозначим следующий оператор дифференцирования:
Ох'՝ ду'՝

Теорема 1. Пусть функция /(х, у| с£3 (Л). Если функция <?(х, у) в области О имеет ограниченные частные производные до 
порядка а включительно, то равномерно в каждой области, цели­
ком содержащейся внутри О, имеет место равенство

11т №у8а+ч,(х' 4 У՝ н)| = 0.
т. е. разность между средними по .И. Рассу порядка*- произ­
водных порядка * разложения функции ф(х, у) по собственным 
функциям оператора Шредингера и разложения в обычный двух­
кратный интеграл Фурье функции, равной /(х, у) для («х, у) Г) и 
равной нулю для остальных (х, у), стремится к нулю равномерно 
в каждой области, целиком содержащейся внутри области I).Из предыдущей теоремы о равной суммируемости дифференци­рованных разложений по собственным функциям оператора Шредин­гера и разложения в обычный двухкратный интеграл Фурье функции с интегрируемым квадратом, можно получить теорему о суммирова­нии дифференцированных разложений по собственным функциям опе­ратора Шредингера к соответствующим производным, если имеется соответствующая теорема для дифференцированных разложений в обычный двухкратный интеграл Фурье.

Теорема 2. Пусть функция ф(х, у)с:Е2([) и в окрестности 
точки (х0, у0) имеет непрерывные частные производные первого 
порядка и пусть функция д(х, у) в окрестности точки (х0, у0) и но­
ет ограниченные частные производные первого порядка. Тогда11т 5(х0, у0; и) = -^-/(х0, у0), (6)[х -► оо ОХ ОХ

т. е. первая производная разложения функции /(х, у) по собствен­
ным функциям оператора Шредингера в точке (х0, у0) суммируема 
по методу М. Рисса порядка 3/2 к значению ——/(х0, у0).

дх '
Если условия дифференцируемости, наложенные на / х, у) и (/(х, у), выполнены в некоторой замкнутой области д, целиком со­

держащейся внутри области О, то равенство (6) имеет место 
равномерно в д.Если разлагаемая функция удовлетворяет некоторым дополни­тельным условиям, то имеет место сходимость дифференцированного разложения по собственным функциям оператора Шредингера. А имен­но, справедлива
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Теорема 3. Пусть функция ф (х, у) в области О имеет вто­
рые частные производные, причем Л/— 7 (х, у)/с/-2 (£>) и пусть / (х, V удовлетворяет условию (2). Предположим, что в окрестности 
внутренней (по отношению к области П) точки (х0, у0) функция 
(]{х, у) имеет ограниченные частные производные первого порядка, 
а функция /(х, у) ограниченные частные производные второго по­
рядка. Тогда Пт спԱ-* 00

< ’л

(7.

т. е. первая производная разложения функции /{х, у) по собствен­
ным функциям оператора Шредингера в точке (х0. у0) сходится к 

д . .значению ---- ] (х0, у0).
дХ

Если условия дифференцируемости, наложенные на /(х, у) и 
<](х, у), выполнены в некоторой замкнутой области д, целиком со­
держащейся внутри I). то равенство (7) имеет место равномер­
но в д.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

Ь. Ս- ՍԱՐԳՍՅԱՆ

(Լւււո -р (/ (д'. у ) ои|Ь р ш мир ի սեփա1(սւհ Ями ՐւկցիսւՌևր ի 
վհ р լու <5ււլ թյու (ւ(1Ьр խ ц |)Н> հ р Ь 6 ср(՝И16 ւք՚սւսիհ

Գիդուր (ք | X, y \-ն անընդհատ իրական ֆւււ. ն,ա1՛ ա եք որոշված հա ր իք ու.իք յան վ ե ր Հա վ ո ր 
ք միակապ էս ի րոէ յի9 Ոէ մ: I ֊ով ն շան ա կեն ր ի) սւիրույիքի եղրաղիծըէ Գիտարկենք հետևյալ 

խնդիրը' △ « + Ռ՜ 7 (-V. >) } Ա = 0, (1)

Օս
~ =" °'՜ (տ) 
ՕՈ բ ’

/•<յ/ ն ի ո ր ր ս ա Լ ն իք ա դրո, իք յ ա 7/ (լ . V, V ՚ ֆ ո, ահ սահմանափակ կ 1)-ու.մ, ապա աոանղ
րնդհանրոլթյոէնր խախտելու // ր ե լի կ ենիհսղրելէ որ ( \)--- (2յ խնդրի սպեկտրը րա-

դասական չկ: Գիդուր ս՜, [յլ^ նշանակված են ( /) (2) խնդրի սեփական

արք/երհեր^^ իսկ • „V. է ֊շ |.Հ. V ’/•••> հՈ ( VI' ••^ով' հա էէ ա պա տա Ա խան Օրթ ոնորմա- 
վորված սեփական ֆ ս ւն կ դ ի ան Լ ր ր Տ

'հիդո, ր ք | X, 3’ <ր Լ 2 I Ա Նշանակենր

?) ¥,ք է^-. V) (Օ|
ե դիտարկենք հետնյալ շարրր 00 /(.ր. -V Շո դո IX. յ|/ (3)

Ո-1
ներկա 'ոդվածոււէ ո / աո է է/ն ա ս ի ր վ ոււք կ (3) շարրի դ ի ֆե ր են դ Լ լ ի ո լիք յան հարդր! Նույն ,,Օ/Դ7/' •ովասարւքահ համար միէսչտփ տարածուիքյան մե Հ հետտդոտվել կ մեր կոդմիդ
(^)9 իսկ եոաչափ տարածս, ի) յան մեք Ւ՝. Մ. Լեխոանի կողմիդ (*) 1 Ր. Մ. Լևիտանի կող- 
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միԱ նույն -.արցը ուսումնասիրվել Հ նաև Լապլասի օպերատորի համար ցանկացած չտ­
փի տարածության մեջ (ձ)ւ Հիմնական արղյունրը րոլոր վերևում նչված ղեպրևրում 
նույնն Լ և կայանում կ նրան», մ, որ (.1) չարրի ամեն մի ածանցում րարձրացնոլմ է 
Մ. Ռիսի միջին՛ների գումարման կարղր մեկ միավորով: (‘տցի այղ, երր տարածության 
չափը յեկ միավորով մեծացնում ենր, ապա համապատասխան ածանցյալների Մ. Աիսի 
միջինների գումարման կարղր մեծանում կ կեսով: Այսպես, օրինակ, եթե միաչափ տա­
րածության մեջ վեր լուծ ո. թ յան աոաջին կարգի ածանցյա/ներր գումարվում են Ս'. Աիսի
աոաջին կարգի մ իջիննե րով (^)ք եոաչտւի տա րածութ յան մեջ* երկրոր գ |3|, ապա, ինչպես երևում կ ներկա հողվածի թեորեմ %-ից, երկչավ։ 
պո» մարման էք քէեր քք կարպր Կւսվւսււար / շ-/*•

Գիցուր Տ։(-ր. у, а),

ւք /է у իննե ր ով 
սէսծршЛ ոէ֊1>1 յան

(X, у: ;л) և ռ^,-ր սահմանված են ա յն սլ Լ 20 2ի ն չ պ Լ и

Լ Հում է

Թեորեմ 1. եթե /(Л. յ)օձշ(^) 1ւ Հ/ (.X'. У) ֆունկցիան տիրույթում ունի 3-թղ
կարղի սահմանափակ մասնական ածանցյա |ներ, աւղա ամբողջովին ճ)-ին ս|ււււրւկանող ցան­
կացած փակ տիրույթում հա վա ս ար ա ми ւի տեղի ունի հետնյալ հավասարությունդ

Нт |П’у Տ„Ն, (х, у: и) — £>’у Ջ*+, (х, у; ц) ’ = 0. 
[1-* эо

այսինքն' / (X, у) ֆո։ նկցիայի; ри ւո Շրեղինղ երի օ։ղ ե րա ւո ււլւ ի սեփական ֆունկցիաների վեր­
լուծության 1ւ риш Ֆուրյեի и ովորա կ ան կ р կնա կի ինւո եղ р ա լ1ւեր ի վերլուծության *՜րղ կարղի 
ածանցյալների 1Г. 11*իսի 2 + 1 շ-րղ կարղի միջինների ւոարբերությունր ոցւոում I. 0-|ւ հավա- 
ււսւրսւչափ ամբողջովին /)-ին ւղսււո կ անող ցանկացած փակ ւոիրույբում:

Թեորեմ 2. 'Ւիցուբ է (Л\ V) С Լշ [О) 1ւ (ЛГ<> >Հ) կեւոի ^|ւջակայրում ունի ւ-րղ 
կաբղի ա1կւնղ1’ւաա մասնական ած անցյ ալներ, իսկ (/ Л. V) ֆունկցիան (Л « V (| | ղԼւոի -руш- 
կւււյբում ունի 2՜րղ կ|,1|1<||1 սահմանափակ մասնական ածանցյալներ. Այղ ղեи।րում՜

Нт £>’у5,4, (х0, >-0)=^’у/(х0, ум). (4)
քյլ->օօ

այսինքն4 ք | X, у) ֆունկցիայի риш Շրեղ ինղ երի ուղ երա ւո որի ււեւիական ֆու ոկ«||ււււ1ւե|ւ ի ւ|եր - 
լուծության 2-րղ կարղի ածանցյալի 1Г. 11փսի 2 2~րղ կ։։ւ||։||։ միջիեներր (Л'п, У’о) կետում 

ծղտում են />ՀքՀ (Х(։, у0) ա ր <1 եթ ի 1ւ:
Թեորեմ 3. ‘Ւիցութ է (х, у) ֆունկցիան [) ւո իրույթում ունի երկ րորղ կւսրղի մսւււ- 

նական ածա1ւցյալներ । րսա որում / —(յ (.ՀՀ у) / С Լշ ( /5) I։ րաւ|արարում I. ? ւղայ- 
մանին: ենթաղրենք ճ) տիրույթի ներթին (Л'о, \’օ) կետի շրջակայքում ({ (X, V) ֆունկցիան ու(փ 
առաջին կսւրղի սահմանափակ մասնական ածանցյալներ, իսկ Հ (л » Н1Ь|1П|и1 Ь(||1|(||1
ււա1՚ւմանաւ|ւակ մասնական ածանցյա|ներ: Այղ ղեւղրում'

եթե / (Л*. у) 1ւ (/ (д', у) ֆունկցիաների ւ|րա ղրփսծ 
ներթ ւոեղի ունեն ամբողջովին Օ-ին պատկանող <է փակ 
եսւվաււաթություններր աեղի ունեն //-ում նավասարւսսսւի:

ղ իֆ եր ենցել իության սլայման- 
ւո իրույթում. աւղա (4| և (5)
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