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В настоящей заметке даются оценки производных гармонических 
многочленов для различных классов областей, подобные* известным 
оценкам Маркова и Бернштейна. Далее формулируются вытекающие из 
этих оценок обратные теоремы теории наилучших приближений гар
моническими многочленами.

Как и для многочленов в комплексно։! области, получение оце
нок для производных гармонических многочленов сводится к изуче
нию роста многочленов вне исследуемого множества при условии 
ограниченности их на самом множестве.

Теорема 1. Пусть Pn[q\— гармонический многочлен р пере
менных степени п.

Если max | Рп(q\ | /И. где — область, определяемая нера-

венствами

то для любого г^>0

max I Pn\q] | е)1п п ■ 
+ Հ -1 (1-хРУ < ?2

(1)

где С(е| и С\ не зависят от и и р,

Прежде чем приводить доказательство теоремы 1, сформулируем 
и докажем вспомогательную лемму, представляющую также и само
стоятельный интерес.

Лемма. Пусть Рп(х, у) — гармонический многочлен 2-х пере-
ченных степени и.

у)|^Л1, то для сопряженного гармоническо-
(X. у)сА'։։2)
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го многочлена Qn(x, у), удовлетворяющего условию Q„ 0,— ) =■= о, 
\ 4 /

справедлива оценка
max jQ„ (х, у) |^С21п п-М, (2j

(х, у) еЛ^2*

где С\ не зависит от и.

Доказательство леммы. Из соотношения-----—
ду

дует, что С)* (0,1) = ( -----— - д\՛. Следовательно,
3 дх 
V,

дРп 
дх

сле-

(3)

Для оценки 1-го интеграла правой части (3) воспользуемся тем, что 
если и ((/)— гармоническая в шаре х? -И ... 4՜ функция, огра
ниченная в нем числом М, то

Для 
венство

где с3 не

ди(О,...О) 
д1

—-—, где с* не зависит от р.

оценки 2-го интеграла используем легко проверяемое

тах дРп
дх 

(X, у) €^2)

(4.1

нера-

зависит от п.

Имеем | Qn (0,1) | In
51п а 51п а 1 — s

Полагая теперь s = 1------- . получаем
л3

Аналогичным образом можно оценить | ] в любой граничной
точке К\'\ Тем самым справедливость оценки (2) установлена.

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся некоторые фак
ты из теории гармонических многочленов в р-мерном пространстве (1). 
Если ввести сферические координаты г, Ор... 6р-2, ср, то произволь
ный гармонический многочлен Рп (х„... Хр) = Р (г, О։,...ОР_2, ср) можно 
записать в виде

РЛг, о.....V г‘ГГ(О„... о,-։, -f),
Л-1

(5)

। ле Уп >, <р) сферическая функция степени п, соответствую
щая р-мерному пространству. Через обозначим многочлены,
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ортогональные на | — 1, 11 по весу (1 — хг)к~ 7 (с^( I) = ■ " 1,1)
\ п\(р — I)! ' ’

так называемые многочлены I егенбауэра. Любая сферическая функ
ция Кл б/п-г, ?) может быть выражена через некоторые сфери
ческие функции
КГ’։) (02,..., 0т֊2, ?) по формуле

2 (cosoj-t-V Cn7i + (cosejsin'ejH” ։(б2,.„ор_2, т>з.

(6)

Заметим, что сп (х) — многочлены Лежандра, 
^"(х) — многочлены Чебышева 2-ю рода.

Доказательство теоремы 1 Установим в начале справед
ливость (i) для р = 2. Положим Ял (z) = Рл (х։, xd + iQ/iGq, х2), где 
Q„ (хр х2) — сопряженный с Рп(хи х2) многочлен, a z = х։ 4֊ ix2. 
Из леммы вытекает, что max R, (z) | < с5 In п-/И.

Воспользовавшись известной оценкой роста многочлена комплек
сного переменного в окрестности угловой точки (։), имеем

1 п

..•UA |/ Л\Л|, ( ^=; I1IUA t ~ ! | >11
I г — I) к р 1։ — 1; < р

Перейдем к случаю р = 4.
Введем сферические координаты г, б 

Рассмотрим
02, ®.

7. ■м.

2> ?) sin 02^0еб/ф.

Из (5), (6) и 
следует, что

V I iz( 3) IZ<3)ортогональности на единичной сфере Г/ и Ко

п

к— О

п
V abr*-sln(*+ 

sin О,
Л-1

(7)

Из (6) вытекает, что на оси х4 (0։ =0) многочлены Рп и Рп совпа
дают.

л * ( 4)Кроме того, из определения Рп (г, 0։) следует, что в А’а

Р„|=йЛ1. (8)

Следовательно, если мы хотим оценить рост Рп (хр х2, х3, х4 вдоль 

оси х4, достаточно сделать эту оценку для Pn(r, 0։). Если считать 
г, Oj полярными координатами в плоскости хоу, то из (» ) и (8) сле
дует, что
t\Jn (г, 0։) = гРп (г, 0։) sin - гармонический многочлен переменных
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х, у степени //4-1, причем в Л', !у |^tga (1 — л՜),

|.\4(г. ^GSlnOj/W. (9)

Оценим, пользуясь (9). О.\„ в /\а
<7V

Очевидно, для любого е^>0 найдется такое с (И, что расстояние

любой точки Л, с координатами (г, 0,) до границы /V не меньшеа

c(e)slnOv Следовательно. 
dNn 
дУ

используя (4) в Л', ։ имеем

< —----- 1 2— = с9Л1.

1 2 2
— ад 1------— » где ро = pi 4՜ р‘>4՜ Рз։ (р0 pl
2 tg з

содержится в /<՛,". Тем самым теорема I для р = 4 доказана.
Рассмотрим случаи произвольного четномерного пространства: 

р = 2Ь.
Покажем, что, если теорема 1 для р = 2(^ — 1) верна, то она 

верна и для р — 2Ь.
С помощью проведенных ранее рассуждений оценка роста мно

гочлена Р„ (ад,... х.,к) вдоль оси л'2А. сводится к аналогичной оценке 
п

для многочлена вида Р„(г, 0։ । = V а, г'с* ^собО^.
/ *»0

с (г) sin 0։
НО)

Но^- 
о'У 

ше, чем 
Поэтому

— гармонический

п.
для него оценка

многочлен 2-х переменных степени не вы-

(1) справедлива. Так как М։(Л 0) =0.

ду
= lim ’ 

0-0 г Sin о
Следовательно,

п
6-0 г sin 6 ду

Отсюда шах (г, 0) ֊С с, (г) 1п п • 11 4֊ с р’Л Г М. 
и - <1 < г

Аналогичным образом можно оцепить рост Рп (ад, а։, а3, а4) 
вдоль любой прямой, параллельной оси ад и отстоящей от нее на рас
стоянии гСр. Для этого достаточно заметить, что область, определяе
мая неравенствами: • ’։4 ЧИ
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Из формулы (6) следует, что
r‘с* 'i (cos 6J sin 01 cos 0,, (£>3) 

гармонический многочлен 2 ՝k—\) переменных степени i.

Значит Nn (г, 0р 02 — г /■> г, 6։i sin 0, cos62— гармонический 
многочлен в 2 (k 1) — мерном пространстве степени п 1.

Если г, 01։... 4, 'i считать сферическими координатами в
2(k — 1) — мерном пространстве, то 1 .V,, (г, 0։, 62) в /?;(Х " удовлет
воряет неравенству

IA«(r, 0։, 02) I^CjjSinOjAf. (И)
гЛ\',։

Если ввести в рассмотрение —---- — , учесть (И) и справедливость
<Л<2*-3

1) для p = 2(k 1), то рассуждения, полностью совпадающие с ана
логичными рассуждениями для р = 4. позволят установить (1 зля 
Р =

Остается рассмотреть случаи p = 2k- 1. Легко заметить, что из 
справедливости оценки (1) для р = т следует, что она имеет место 
и для р — /п — 1. Теорема 1 полностью доказана.

Введем 2 определения.
1. Будем говорить, что область р-мерного пространства D при

надлежит классу ՝*), если до любой граничной точки у области 
I) можно так дотронуться вершиной р-мерного конуса раствора 2а, 
что часть этого конуса, попадающая в ^-окрестность точки содер
жится в D.

2. Пусть D— Жорданова область р-мерного пространства с глад
кой границей.

Через e(q) обозначим единичный вектор внешней нормали грани
цы D в точке q.

Положим u>o (о) = sup £(7/1—£(</։) по всем точкам qv qt ՝ D D 
и отстоящим друг от друга на расстоянии

Будем говорить, что если шо(о)^«р(6), оо|.
Из теоремы 1 с помощью несложных рассуждений можно извлечь 
следующие утверждения.

Теорема 2. Пусть DC_HP (а, >). Если max (Рл ^)1^Л/, где

Рп (q)—гармонический многочлен р-переменных степени п, то для 
любого б^>0 

max 
qeD

д*Рп (q)
дхк\՝... дхрр

< q (k, s) п‘ ( (k = 4 ...4- kfi) (12)- )*+ .1/

где cl (k, г) не зависит от п.
Теорема 3. Пусть D Жорданова область р-мерного про

странства с гладкой границей. Если max [Рл(^)|^Л/,
</бЛ
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где Р„ (<?) — гармонический многочлен р-переменнык степени 
то для любого е'Х)

п,

тах дкР,,(д) 
дхк',... дхр°

С <՝2 (л*л) п" ՛ .41, (^! 4֊ ... + — Л), (13)

где с2 (й, е) не зависит от п.
Теорема 3 дает оценку производных гармонического многочле

на. ограниченного в произвольной области с гладкой границей. Если 
потребовать, чтобы граница I) кроме условия гладкости удовлетворя
ла еще некоторым дополнительным условиям, го рассуждения, ана- 
логичные приведенным в доказательстве теоремы 1, позволяют улуч
шить оценку (13). Именно, справедливы следующие утверждения.

Теорема 4. Пусть тах |РЯ(^)|^Л1, где Р„(д) — гармониче- 
цеО

с кий многочлен р-переменных степени п, а О НР(у).
а) Если функция ? (о) такова, что

то

тах 
</€.9

схйпк 1п ■ //.И.дкРп (д) 
дхк2,...дхкрр

(6 = /г, /гр) (14)

где схо не зависит от п.
6' Если «(8)=еи3, то

т а х дкР (<?) 
дхк\...дхр° 1 15)

где с12 не зависит от п.

Замечание. Оценка (15) для р ® 2, 3 методом, отличным от 
предлагаемого в настоящей заметке, была установлена А. Л. Шаги- 
няном (8).

В работе I3) была получена оценка для производной гармони
ческого многочлена, ограниченного в шаре л՜!: 4- х2 4֊ вдоль г.

Аналогичные оценки имеют место и в р-мерном случае. При
водимые ниже утверждения уточняют эти оценки для р = 2/?. Пусть 
Рп (д — гармонический многочлен 2/г переменных степени . п,

тах | Рп(д\ । = Л1.
24- г2 - 1!-Г- ...Х.гк — 1

Можно доказать, что

тах
Х1 4՜ ••• Х2к ~ 1

дг (2* - 3)!! (*>2). (16)

С другой стороны, если через 71*й)(г, 0։) обозначить гармониче-
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скип многочлен 2А-переменных, совпадающий на единичной сфере 
с созлОр то можно показать, что

^712м(1,0) 
дг

(26 — 2)!!
(2А-3)!!

п — (2k — 3) (17)

при п > 2k — 3 k > 2.

Для р = 4 оценку (16) можно уточнить:

ОРешах
дг

Для р = 4 можно также дать точную оценку роста 
ского многочлена вне шара:

max | P„(q) I =е г՞՜1 [(r'-l) (n + 1) + 2].

(18)

гармониче-

(19)

Заметим, что для Л՝’՛ (г, 0,) неравенства (18) и (19) переходят в 
равенства.

Из полученных оценок (12), (13), (14) известным приемом мож
но извлечь несколько результатов теории наилучших приближений 
гармоническими многочленами. Сформулируем эти результаты.

Теорема 5. Пусть наилучшие приближения Еп{ф.[) — О функ
ция определенной на границе Ё, удовлетворяют условию

ik — целое, 0 < X < 1

а) Если D^Hp (a, v), то гармоническая функция U q), совпа
дающая

(тными

телъно,

на границе D с f(q՝, обладает в D всевозможными ча-

производными до порядка г = Е включи-

причем все производные г10 порядка удовлетворяют усло

вию Липшица порядка (е — произвольное чи-

^(2л- 1 )/И.

п

сло > 0).
б) Если граница И гладкая, то и д обладает в Г) производ

ными до порядка /г включительно, причем все производные к по
рядка удовлетворяют условию Липшица пооядка к — г, где е про
изводное число ^>0.

в*
в) Если — <оо V то и (р) облапаете Ь про-

о
чзводными до порядка к включительно, причем модули непрерыв-
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мости ких производных мажорируются функцией г-о'1п — , где с не
О

зависит от о.
В заключение приношу глубокую благодарность С. Н. Мергеля- 

ну, под руководством которого получены изложенные в настоящей 
работе результаты.
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