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Две задачи статистической теории прочности

(Представлено А. Г. Назаровым 3. IX. 1957)

Ряд вопросов, связанных с инженерными расчетами, требует ре­
шения следующих задач теории вероятностей.

1. Имеется неограниченное число звеньев, при этом лх прочность 
величина переменная. Функция распределения прочностей отдельных 
звеньев задана. Последовательным соединением звеньев составляются 
цепи. Необходимо определить функцию распределения прочности цепи 
в зависимости от числа звеньев в ней.

2. Имеется неограниченное число проволок одинаковой длины и 
сечения. Прочность проволок величина переменная, функция её рас­
пределения задана. Из проволок свиваются канаты. Необходимо опре­
делить вероятность составления (встречи) таких разновидностей кана­
тов, в которых при заданных значениях внешней нагрузки из п. ис­
ходного числа проволок с разрушается, а остальные уцелеют.

Особенность этих двух задач заключается в том, что к первой 
из них сводятся некоторые задачи статистической теории хрупкой 
прочности (х, ։) и задача обоснования расчетных коэффициентов 
прочности статически определимых систем (’). Ко второй из них 
сводятся задачи обоснования расчетных коэффициентов прочности ста­
тически неопределимых систем (3), задача усталостной прочности (4| 
и задачи, связанные с установлением условий хрупкого разрушения 
вообще (\ 5).

Решение первой задачи. Цепи состоят из п звеньев. Воз­
можные значения прочности звеньев обозначим через R,, возрастаю­
щие в порядке возрастания /. Пусть общее число возможных значении 
прочности звеньев равняется 5. Вероятность встречи звена с проч­
ностью R, независимо от прочности взятых до и после него звеньев 
равна р1. При этом ясно, что

= 1 (И

1-Л
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Необходимо определить вероятность того, что прочность любой- 
наугад выбранной цепи, будет иметь некоторое определенное, наперед 
заданное значение, например /?*.

При испытании на разрыв каждая из цепей будет разрушаться 
в наименее прочном своем звене и прочность цепи будет равняться 
прочности этого звена; прочность цепи будет равняться/?*, если проч­
ность хотя бы одного из звеньев будет равняться /?*, а прочность 
остальных будет выше.

Разновидности цепей, в которых число звеньев с прочностью 
/?* одинаковое, назовем одного типа. При этом цепи типа у харак­
терны тем, что в них из п звеньев у имеют прочность, равную /?*, а 
остальные л—у звенья имеют прочность больше /?*. Ясно, что число 
возможных типов цепей с прочностью /?* равно п.

п
Вычислим вероятность р{!] встречи цепи типа у.

Вероятность составления каждой из разновидностей рассматрива­
емого типа цепи по правилу умножения для независимых событий 
равна произведению п множителей, из которых у равны р* (веро­
ятности того, что звенья имеют прочность /?*), а остальные п. -у 

равны р(0 (вероятности того, что звенья имеют прочность 
։ - Ь + 1 

больше /?*).
Число разновидностей цепи этого типа равно числу разных спо­

собов выбора у элементов из п, т. е. равно С«.
По правилу сложения вероятностей независимых событий,

л -)п / 5
(2)

По тому же правилу 
цепи прочностью /?* равна

сложения искомая вероятность встречи

пп

(*) • (3)

л
Подставляя в (3) значение из (2), после преобразования по­

лучим:

(4)

Формулу (4) можно получить из простых соображений без С‘п - 
Для того чтобы прочность цепи была /?*, необходимо и достаточно.
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чтобы прочность звена минимальной прочности была >/?*_] и 
Обозначая эту прочность хП1)п, находим:

^(Хгп1п — /?* ) ^(Лпнп > R* 1) Р(хт!п /?* I

Так как 

Р (Лтт > ֊ 1)~

отсюда сразу получим (4).
Функция распределения прочности цепи, когда прочность звеньев 

меняется непрерывно, получается как частный случай общего реше- о ния второй задачи.
Решение второй задачи. Канаты свиваются из п проволок. 

Прочность проволок принимает всевозможные значения, лежащие 
между /?,шп и /?гаах. Задана интегральная функция распределения 
прочности проволок—1Г(/?). Необходимо определить вероятность встре­
чи таких разновидностей канатов, в которых под нагрузкой Л’ ч/? 
из п исходного числа проволок с разрушатся (одновременно или по» - 
ледовательно, по мере выхода из строя отдельных проволок или их 
групп), а остальные п — с не разрушаются. Ясно, что если с п, то 
канат в целом уцелеет и разрушится, когда с=п.

Приложенная к канату сила № распределяется между уцеле! 
шими проволоками каната равномерно. При этом предполагается, что 
модуль упругости всех проволок одинаков и проволоки разрушаются 
хрупко.

Среднее растягивающее усилие в каждой проволоке равно

= -у- = R. (5)

Проволоки, прочность которых равна или больше R, назовем пер­
вого сорта, а проволоки, прочность которых меньше R—второго сорта. 

Разновидности канатов, в которых число проволок первого сорта 
одинаково, назовем одного типа. Канаты типа (& = 0; 1; 2;-■■;«,՛ 
характерны тем, что из их п проволок к второго сорта, а остальные 
первого сорта. Число типов канатов будет л + 1.

Заметим, что процесс составления канатов сводится к свиванию 
одной за другой п штук проволок. При этом взятая в данный раз 
проволока, независимо от прочности предыдущих и последующих про­
волок, с вероятностью будет второго сорта и с вероятностью 
(1—первого сорта.
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Вероятность встречи канатов типа А’, как и в задаче цепи, ранна

( и՛^)) (1 — М\а?))

Ясно, что вероятность встречи канатов, в которых 
(* п \

о /

ятности встречи канатов нулевого типа. На основе (6)
// / \ п

= 1 - .
О \ /

(6)
под средним

равна перо-

(7)

Рассмотрим случай, когда с =# 0.
В канатах типа А под средним усилием R, число разорванных 

проволок не меньше А. Следовательно, искомого свойства канаты мо­
гут встречаться среди разновидностей канатов типов к^с.

В канатах типа к . при приложении нагрузки л/? выйдут
из строя к проволок и вся нагрузка передастся п — к проволокам. 
Теперь как бы имеется новый канат, состоящий из п — к проволок, 
на которые действует нагрузка пК При этом имеется условие, что 
все п—к проволоки нового каната первого сорта. Если среди п—к 
проволок нового каната окажутся такие, прочность которых меньше 
пР/(п—А), то они тоже выйдут из строя. По условиям задачи нас 
интересуют разновидности канатов, состоящих из п- к проволок пер­
вого сорта, в которых число разорванных проволок / не больше чем 
('—к, в противном случае общее число разорванных проволок в ка­
натах типа к будет больше о. После выхода из строя этих 1^с—к 
проволок внешняя нагрузка передастся на еще меньшее число (п—к—1} 
проволок. Последние имеют прочность не меньше пР/\п—к). Усилия 
на уцелевшие проволоки снова возрастут, что создаст вероятность 
разрушения новых проволок. Процесс постепенного выхода из строя 
проволок приостановится тогда, когда усилие в уцелевших проволоках 
будет меньше их прочности. В разновидностях канатов искомого 
нами свойства число таких проволок равно п—с и их прочность

Вероятность встречи разновидностей канатов, состоящих из п—к 
проволок первого сорта, в которых под нагрузкой пД сразу или 
последовательно разрушаются с—к проволок, а остальные п — с оста­
ются целыми, обозначим через

п — А?

R

1 огда ясно, что верояыость встречи 
канатов в канатах типа к будет равняться

искомого нами свойства

п Л
(9) 

՝ R I
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Вероятность же встречи искомого свойства канатов во всех
типах и разновидностях канатов равна

и/(И = 1 С!(и/(Я)Г(1-(Г(Ю>

где

п Ь — 1
/ \

\ /? / пр (л— к) ՛
1к*с). (11)

При к=с и вообще

Индекс над знаком вероятности (Ш') указывает число проволок 
каната; индекс под знаком вероятности указывает число разорванных 
проволок; числитель дроби индекса сбоку указывает величину сред­
него усилия, приходящегося на каждую проволоку каната, наличие 
знаменателя дроби индекса указывает на условность вероятности, а 
численное значение знаменателя показывает, чему равен минимум 
значения прочности проволок.

В полиноме (10) неопределенными остаются только условные 
вероятности разрушения одиночных проволок: П" /</? ; а и Ь целые

( 1>Р '
положительные числа. По определению IV . \ есть вероятность раз-

’ />/? ՛

рушения проволок от усилия аК при условии, что проволоки проч­
ностью меньшей или равной ЬК отсутствуют. Легко заметить, что

цу, . = . ,13)
1֊и;^

\ /
При этом, когда аК~> /?тах, то !• следовательно и

% ир ~ !♦ В случае, когда IV' п/? =0.
' ><Р I 1>Р I

Вероятность полного разрушения канатов получится из (10) 
подстановкой с=п. При этом надо учесть, что когда число уцелев­
ших проволок равно нулю, вероятность разрушения при любых внеш­
них воздействиях равна единице.
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Теперь легко получить и функцию распределения вероятностей 
прочности цепи, когда прочности звеньев меняются непрерывно от 
К,п1п ДО Яшах ПО функции распределения .

Если на цепь действует сила R, то кроме цепей нулевого типа
все остальные разрушаются, и вероятность разрушения цепи от уси­
лия R будет:

п п

ւրւՔ, = vc; (WW(1 - UW’-* = 1 ֊ П -UW- (U) 

է - J

При заданной функции распределения вероятностей прочности 
звеньев или проволок легко определить, использовав (4), (10), (14), 
средние значения, моды, среднеквадратичные отклонения и другие 
показатели сопротивляемости цепи и канатов.
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Լ «Ь ՍեԴՐԱԿՅԱՆ

(kif pin p i ահ uinuj in ի и in իկակահ inbuilt, pi ահ երկու. |սհւ|իր

/’Ն</ են ե րական հաշվարկումների մամտնակ ստատիկոբեն որոշակի t 

սխեմա ունեցող կոնստրուկցիաների ամրության հաշվային գործակիցների որ ոշ ման
խն ղ ի րն ե ր ր ք ինչպես նաև ղյուբարեկ նյութերի ամրության ու նյութերի հո գնածային
ամրության մի շարր խնդիրների լոլծումըք բերվում են 
օղակներից ու քարերից պաարասւոված շղթայի ու ճոպանի

ո\ հաստատուն ամրության է

ամրության խն ղ ի րն ե ր ի լուծ-

Հոդվածում տրված է այրյ երկու խնդիրների լուծումը: Երբ օղակի ամրությունը 
ընդունում Հ միայն որոշակի (թ յ ) ա ր մ Լբ ն ե ր* հ ա վ ան ա կ ան ո Լթ յ ա մ ր ք ապա հավանա֊

կան ու թ յունր է որ այդպիսի Ո օղակներից պատրաստված շղթայի ամրությունը կլինի թ է է 
որոշվում ( (4) արտահայտու թյամբ: Այն ղեպրու մք երր Օղակի ամրությունը փոփոխվում 
է անընդհատ' Ա<(/?) ինտեգրալ բաշխման օրենբովք ապա այդպիսի ղ Օղակներից պատ-
ր աստված շղթայի 
նաձեովI

թ յան ր աշխ ման о ր ին ա չա էի ո Լ թ յ ուն ր կարտահայտվի (14) ր

երր Ո լարերից պատրաստված ճոպանի վ ր ա ագղում է Ո1Հ արտաբին ոլմըք ապա
հ ա վ ան ա կան ութ յուն ըք որ ա յդ ում ի տակ ճոսլանի C լար երբ1 միանգամից կամ աստիճա֊
նաբար կկտրվենք իսկ մնացած ղ—С [/ս ր ե ր ր աո անց կտրվելու կդիմադր են արտաբին 
ում ին է որոշվում է ( 10) արտահայտությամբ: Այստեղ №(/?>֊< Ш վան ա կան ութ յունն է ք որով 
!աՐէ' №~ո*մի տակ կկտրվի։ Տեղագրելով ( 10)~ում C—O և համապատասխանաբար
կստացվեն' հ ա վ ան ա կան nt թ յո ւն ր , ո ր ճո սլանում արտաբին ուժի տակ չի բայբայ վ ի ոչ մի

ե հ to վա եա կան ու թ յուն ր է որ ճոպանը ամբողջությամբ կկտրվի։

Երր տրված Լ օղակի կամ լա ր ի ամրության բաշխման ֆունկցիան ք ապա օդտագոր՝

(<)> (1Օ)> ('*) 
ր ութ յան մ ի հ ին արմե

ա ր տա Հ ա յտութ յունն ե ր ըք կարելի Լ որոշեք շղթայի և ճոպանի

րր, ամենից հաճախ պատահող արմերը և թյան միջին ք>աոա֊
յին շեղումները' նրա միջին արմերից 2
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