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И. С. Саргсян

О дифференцировании спектральной 
— А + д (х, у)

Кункции оператора

(Представлено М. М. Джрбашяном 3. I. 1958)

Рассмотрим следующую задачу на собственные значения:
— փ д(х, у) и = Хм, (1)

(2)

где д (х, у) действительная непрерывная функция, определенная в 
некоторой конечной односвязной области О двухмерного пространства 
Эвклида £?, а Г—граница области D.

Так как функция д [х, у) по предположению непрерывна в замк
нутой области О, то она ограничена и поэтому, не нарушая общно
сти рассуждений, можно предполагать, что спектр задачи (1) — (2) 
неотрицателен. В самом деле, при таком предположении относительно 
функции д[х, у), как известно, отрицательный спектр задачи (1) — (2) 
ограничен снизу и поэтому можно подобрать число так, чтобы 
спектр задачи

— Дм + д (л, у) м = (К 4՜ Ч)",
дм 
дп

оказался неотрицательным.
Обозначим через I1’,• • • »!хд»• • • собственные значения задачи 

՛!)—(2), а через тДх, у), ф2(х, у),---, <?,, (х, у),-• • соответствующие 
ортонормированные собственные функции задачи (1)—(2).

Далее, обозначим через 0 (х, у, и, V՝, и.) спектральную функцию 
задачи (1) —(2), т. е. положим

О (х, у, и, и; р) = У <?п (х, у) <рл («.

(Տ < и

О (х, у. и, и; р.) ■-= 0, р — О,

0(х, у, м, -и; р) = — 0(х, у, м, V,—нь ^<օ-
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В настоящей заметке изучается асимптотическое поведение про
изводных спектральной функции 0 (х, у, й, р) при больших р. Ана
логичный вопрос для одномерного случая уравнения (1) в бесконеч
ном интервале исследован нами (|>2), в трехмерном случае и для опе
ратора Лапласа в пространствах любого измерения изучен Б. М. Ле
витаном!34). Асимптотическое поведение самой спектральной функ
ции 0 (х, у, «, г՛; р) для уравнения (1) в пространствах любого изме
рения исследован Б. М. Левитаном (5<5).

Асимптотическое поведение производных спектральной функции 
О (х. у, //. -и; р) нужно для исследования вопросов суммирования или 
сходимости дифференцированных разложений по собственным функ
циям задачи (1)—(2), т. е. оператора Шредингера, заданного в конеч
ной части двухмерного пространства.

Сформулируем основные результаты, которые получены с помо
щью метода и тауберовых теорем Б. М. Левитана и одной специаль
ной тауберовой теоремы В. А. Марченко (’).

Обозначим через 0* (х, у, и, у,у.) спектральную функцию урав
нения 1) для всего пространства Е при ц(х, у) = 0. Она определяет
ся формулой (см., например, (8), стр. 296):

В работе (ь) Б. М. Левитаном доказана следующая

в* (х, у, и, у, р) = -1-11. —

где /р (х) — функция Бесселя первого рода порядка р, а г — рассто
яние точек (д, у) и (и, у).

Лемма 1. Обозначим чеоез у произвольное положительное 
число и через DT(—множество точек области И, расстояние ко
торых до границы Г области О не меньше, чем тр Если функция 

в области Е) имеет ограниченные частные производные 
первого порядка, то при (х, у), [и, у) существует константа 
С = СТ| такая, что при р-* оо имеет место асимптотическая

Из леммы 1 и неравенства Коши-Буняковского следует
Лемма 2. Пусть т}, ОТ|, С7| и (/(х, у) удовлетворяют условиям 

леммы 1. Тогда при (х, у), (и, у) { Ц и при у ֊► ос справедлива 
асимптотическая оценка

дЩх, у, и, у, у) 
дхди

у) 
дх

д'^п (и, у) 
ди С.Р2.
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}1 е м м а '4. Пусть [)Т. и СТ) имеют то же значение, что и 
в лемме I. Ьсли функции д(х,у\ непрерывна в области И, то при 
(л, у) £ и при н _*՜ 00 имеет место асимптотическая оценка

Из лемм 1 и 3 и неравенства Коши-Буняковского следует
Лемм а 4. При тех же предположениях, что и в лемме / и 

и. — оо справедлива асимптотическая оценка

\Г I оЧЦх^у, и, х>; И) | _ у, <)ъ4х2_у)
„I I “ дх

н < иа < ^+1

X | <р„ I и, V) | < С. н2. (3)
Для старших производных спектральной функции 6 (х.у, и, г՛; ц) 

имеют место асимптотические оценки, аналогичные оценкам, установ
ленным в предыдущих леммах. А именно, справедлива следующая

Лемма 5. Пусть и Сп имеют то же значение, что и 
в лемме /. Если функция д(х, у) в области О имеет ограничен
ные частные производные до порядка л 4- % — 1 (а и р любые целые 
положительные числа) включительно, то при (ус, у), (и,ъ)£О,.։ и 
при ц — ос справедлива асимптотическая оценка

V |°’,УО«ЛЛ՛ у> «•*>; Ю} = 
И

I &у<։п {х, у) |-| (и, V) К СХ+р+1 . (4)
И < Ия < н+1

где через О* обозначен следующий оператор дифференцирования՛. дгу

дха> дуя- ’

Исходя из предварительной оценки (3) нетрудно доказать сле
дующую теорему.

Теорема 1. Пусть т), И, и С, имеют1 то же значение, что и 
в лемме 1. Если функция д\х, у) в области И непрерывна, то при 
(л, у), (//, и при и՜* » справедлива асимптотическая фор
мула

д . . . д (5)
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Введем обозначения

Ш, у, и, -щ у.) =
.Г
<Рл(х, у)<ря(м, -V}. (6)

5
(№*(х, у, и, щ V) =

2՞՜' ■/■«(нИ
к г4 + 1 (7)

(По поводу равенства (7) см. (*), стр. 296).
В силу леммы 5 справедлива следующая
Теорема 2. Пусть ть и имеют то же значение, что и в 

лемме /. Если функция с] (х, у) в области И имеет ограниченные 
частные производные до порядка а4֊р—1 включительно, то при 
(х, у), (и, V) Ог1 и при [1 ֊► ос справедлива асимптотическая фор
мула (з > 0)

V, и. V, И) ֊ У՝ и՝ И)

При а — 1, р = 0 и 5 = 0 из теоремы 2 следует теорема I.
Предположим теперь, что область О бесконечна. Пусть И = Е2.
Предварительные оценки, установленные в леммах 1 —5 для 

производных спектральной функции 0 (х, у, и, V, у.), показывают, что 
они от размеров области не зависят. Поэтому легко предвидеть, что 
они верны и для бесконечных областей.

Обозначим через [Оу] последовательность областей, расширяю
щихся до всего пространства Е2 и через Г^—границы Для каж
дой области 1д։у рассмотрим задачу (1) —(2) и составим для каждой та
кой задачи свою спектральную функцию: 0,у (х, у, и, -и; р.).

Далее, рассмотрим семейство функций

-^Оуу(х, у, и, (8)

Не трудно доказать, что семейство функций (8) равномерно (по 
Л) ограничено и по (х, у) и (и, V) равностепенно непрерывно. По
этому в силу известной теоремы Арцелля—Хелли семейство функций 
(8) равномерно сходится. Тогда в оценках, установленных в леммах 
1 5, можно перейти к пределу. Таким образом вышеупомянутые оцен
ки имеют место и для производных спектральной функции уравнения 
(1), заданного во всем пространстве Е2.

Используя одну специальную тауберову теорему В. А. Марченко 
С), в этом случае мы получаем более точную асимптотическую фор
мулу, чем те, которые были установлены в теоремах 1 и 2. А имен
но, справедлива

1 ео рема 3. Если функция (х, у) в каждой конечной об
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ласти ограничена, то при каждых фиксированных значениях (х. у) 
и (и, 'У) справедлива асимптотическая формула

/ ձ

Игл 777 е? (■*» Л ", - ֊- о; (х, у, и, у- и) +|1 ֊* ло I С/-Л 1/Лк

д 
дх

Л<1*0 
(н0‘/։

сИ = О, (9)

где 0 (х, у, и, V. р) спектральная функция уравнения (1) для Е2. 
Равенство (9) имеет место равномерно в каждой конечной об
ласти.

Аналогичные теоремы имеют место и для старших производных 
спектральной функции 0 (х. у, и, у\ р).

Теорема 3 получена в предположении, что отрицательный спектр 
задачи (1)—(2), рассмотренной во всем пространстве Е2, ограничен 
снизу. Если отрицательный спектр снизу не ограничен., то справед
лива

Теорема 4. В условиях теоремы 3 при р — х имеет место 
оценка
д I д д

Тх՜ °2 {х՝ у- н) =- 4֊5֊х ՛> О. У. V-, ֊ »)+ ֊ и -д-

____ 1

2 , ,1 1/7* ֊2 [А (но
-|Л — Ահ (и. V) Г է -г ( է}.հ

г

ժէ + օ^֊Դ (10)

где 6 (х, у, и, у; у.) — любая спектральная функция задачи (1 (2),
рассмотренной во всем пространстве Е2.

Оценка (10) имеет место равномерно в каждой конечной об
ласти.
Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

Ь. Ս- ՍԱՐԳՍՅԱՆ

— Д + զ (X, у) օպերատորի սպեկտրալ
■քիՖերեհցւք ահ մ՜ասին

Ֆունկցիայի

Ւիսշարկենբ Ատեյաք քսնղիբբ*

— ձս -)- д(х, у) и =Ли> (>)

ди 
дп 0, (2)

որաեղ ֆունկցիան իրական անրնղհատ ֆունկցիա է հարիք ու իէ յան ^եր9ա^որ /
տիրույթում, իսկ թ-Ն նրա եզրագիծն էք Հանի որ հ(ճ^) ֆունկցիան սահմանափակ Հ, 

ապա աոանց րնզհանրությունր ի/ախւոելու կարելի է ենթաղրելէ որ (1)-(~) ՒնԴրՒ 
•պեկւո^ ր բացասական չկէ Գի ց ոէ-բ ( X է У ) > ?։ (X > У ) > • • » }’)> ՚ ՝՝ ~ո 4 ն շան ակված

-- "<?("«

3

г
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0 Ղ
ԼՆ (I) ~(2) Ւ^ղք՚Ւ ‘Т Р "^որմավ որված սեփական ֆ ո < ն կցի ան А րր , իսկ թլ“, (£$•••, (լ՜.

ով* համապատասխան սեփա 
խնղրի սպեկարայ ֆունկցիան

, ?« У) ք„ ք

ս !А փոփոխւս կանի ֆո'նկցի

շաՆա^եՆք, (1)—(2)

կան ՀԼ֊երի
■» ա ս ար *ար ո է սա ց ս ս ր ց ե ս ւո սրեսրուր

ներկա հողվածում ուսումնասիրվում Հ 0 (X ք յք, Ա , Ս’ ՍԼ ) սպեկւորա/ ֆու նկ ղի ա յի 
ած ան ց յա քն ե ր ի ասիմպսւուոիկ վա{,4էՇ. 1Լ~ Ւ ծ արմերն երի համար/ Նույն ',սյր^ր (^) հսւ ~ 
վասարման համար միաչափ տարածության մեջ ու սու մնասիրվեէ Լ մեր կողմից (№) 
հողվածներում/ Էապյասի Օպերատորի համար ցանկացած չափի տարածությաՆ մե9, ինչ

ու иոլմնա —
ոի Ր'1 I է Լևիսւանի կողմից

սպեկւորա^ ֆունկցիան ա•էրողչ
■» ա ր քմ ո է իէ յան համար , երր հ ( X, у) — О/

Թ եոր եմ 1. Ղիցուր т-ն կամայական դրական թիվ է: Ն* անակենթ О -ով ք) տի

րույթի այն կետերի բազմությունդ որոնց նեւււսվորուրյունր ք) ւոիրույրի Г եդրադծից ավելի 
մեծ չէյ թան т-Ц: եթե հ( X է у ) ֆունկցիան П տիրույթում ունի ներառյա। а 4» ի — 
կարդի սահմանափակ մասնական ածանցյալներ. ապա երր (X» V) և (էէ > V) կեւոերր պատ
կանում են ՌՀ տիրույթին. ցոյարյուն ունի այնպիսի նաստաաուն С = С, > որ երբ [Л -* ОС* 
տեղի ունի նետն յւս( ա ււ ի մ։ ւ| ա ո ա ի կ բ ա նա А 1ւ ր'

Сх,У,Ա,о:I < շոթ«+ք+ւ-5,

Պ՛!?ուր 0 ձ' ( X / У լ Ա լ ք* )^Ոէ1 ^շա*^ս,կվա^ են ()* ք X յ V» // ; V’, [1) սպեկւորալ ֆունկցիայի 
Մ. Ռիսի Տ - ր ղ կար ղի մ ի <* ինն ե ր ր է այսինրն ( տես (Я), էջ 296)'

2Տ-1
(1*0 (х, у, и. и;^)— ———!^լ՜4 I •

Թեորեմ 2- 'եիցուր Հ-ն. Ст-0 I։ Գո սաճմանփսծ են այնպես,
Խում; երե (}(Х,у) ֆունկցիան բավարարում է նախորդ թեորեմի պայմանին. 

Н ՜* աեղի ունի հետևյալ բանաՅևր4 քձ’>0)

ինշսլես թեորեմ 

ապա երբ (х.у)>

՝1 °ху'п(х, У)О’ирЪ,(и,у) -

ռ^ռսս °Տ 1Х»У«М« Ս !-*•)

Ո! ս ո ւ մ/յ ա и ի ր վ ա Л է ն ա ե անվերլ ւոիրու յաների ղեպրր։
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