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Б. Л. Абрамян

Некоторые задачи равновесия круглого цилиндра 

(Представлено Н. X. Арутюняном I5.XII.1957)

Известно (*), что решение задачи осесимметричной деформации 
тела вращения сводится к определению функции напряжений Ф (г, г) 
(г — направление радиуса, г — направление оси вращения), которая в 
области осевого сечения тела удовлетворяет уравнению

֊ о -и. / ժ2 , 1 ժ ժ- \/ժ2,Փ 1 ԺՓ , Ժ2Փ\^\-ф =------- 1----------- --------—------------- 1-------| = 0
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а на поверхности тела задается законом распределения напряжений 
или перемещений.

1. Решая уравнение (1.1) методом разделен^ переменных (։), • * х • • ••
для круглого сплошного цилиндра получим: >

ОО

Ф (г, г) = г (Аг2 4- Вг2 4֊ Сг) 4- V 4֊
к- 1

эо
4- ОДлГՀ (**'')] Տ1 п 4- Ил տհ 4-
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4- Вк ей 4- տհ рАг 4֊ ей ա*տ) Հ(р*г), (1-2)

где Л(х) ~ функция Бесселя /-го порядка первого рода с действи­
тельным аргументом, Л(х) — функция Бесселя первого рода от мни­
мого аргумента (’), р-*— корни уравнения

Հ (хЯ) = 0, (1.3)

ч Лк , „л* = —♦ / — длина, R — радиус цилиндра.

Рассмотрим напряженное состояние круглого цилиндра при сле­
дующих граничных условиях



«,(К. г) = /,(*) = ** +
ОО

У, ёк СОБ

Л-1
(0<г </)

оо

’«(К, 2)=Л(г)= У ^Л51п^г

ОО

зДл 0)=/3(г) = а0 4֊ У я*Л>(р>г) 

Л-1

оо

т« {г, 0) = Л (г) = У (ил'*)

Л-1

оо
°г(Г /) =/5('') = &о+ У Мо(НлГ) 

Л-1

. оо
т«(г, /) = /в (г) = У (р,АГ) 

Л-1

(1.4)

(0<г<7?)

Здесь мы допускаем, что функции (/,) кусочно-непрерывны и имеют 
ограниченное измЛение в указанных интервалах.

В силу симметричного распределения внешней нагрузки относи­
тельно оси г имеем, также

• * • ^(0, *) = и,(0, *) = 0. (1.5)
Г

Рассматриваемая задача может быть использована для получения 
точного решения некоторых задач по изгибу толстых круглых плит 
(4, 5, 8).

Вычислив по обычным формулам (1) с помощью выражения (1.2) 
напряжения -гг и перемещение иг и удовлетворив условиям (1.4) 
и (1.5), для определения неизвестных постоянных интегрирования, 
входящих в выражение (1.2), получим ряд соотношений.

При получении этих соотношений пользуемся разложениями 
Фурье—Дини функций /0 (л*г) и г!} (ккг) по функциям (Л (р*г)} (8), 
где рл—корни уравнения (1.3).

Из указанных общих соотношений для постоянных интегрирова­
ния получаем следующие значения

А— — (1.6)
2/?
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где V — коэффициент Пуассона, и ~ модуль сдвига, 
а также следующее равенство

11.13)
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которое является уравнением равновесия сил, действующих вдоль оси 
цилиндра.

Подставляя найденные значения постоянных интегрирования из 
(1.6)—(1.13) в формулы напряжений и перемещений, получим радиаль­
ное перемещение иг и напряжения. Перемещение же определится 
с точностью до постояннного С, которым обусловливается жесткое 
перемещение тела по направлению оси г.

Постоянное число С определится из условия закрепления цилин­
дра.

2. Для полого цилиндра решения уравнения (1.1) берем в виде

Ф (г, г) = г (Дг2 + Вг՜ 4- С г) 4- 1п г (Ог2 4- Ег2) 4֊
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-г В к ей 3*2 4- СЗЛг зЬЗлг 4՜ £>Л3*2сЬЗЛ2) иР0(3*г), (2.1)
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где Л’,1х)— функция Бесселя от мнимого аргумента второго рода, 
функция IV7, (?*г) имеет вид

1ГНЗ*г) = Л (3*г) И(3»И
Л(3*К) Л(3*Я)

(2.2)

И։4х) — функция Бесселя от действительного аргумента второго рода, 
3* — корни уравнения (3$) = 0 или

Л(«3) ГДЗК)-Л(ЯЗ) ^(*3) = 0, (2-3)
5 — радиус внутреннего круга поперечного сечения.
Рассмотрим напряженное состояние полого цилиндра при сле­

дующих граничных условиях '
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(2.4)

R) 12.5)

можно представить в виде

использована для

ОО 
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oc

Xr/ (s, z) = /4 (Z) = X dk Sin k*z
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Здесь также допускаем, что функции {/, 
рядов Фурье и Фурье — Дини.

Рассматриваемая задача может быть
ления напряженного состояния цилиндрической трубы, находящейся 
под действием внешних нагрузок, приложенных к ее боковой по­
верхности I6,7].

Вычислив с помощью выражения (2.}) напряжения и пере­
мещение uz, удовлетворив далее условиям (2.4) и 2.5), для опреде­
ления постоянных интегрирования получим ряд соотношений.

При получении этих соотношений пользуемся разложениями 
функций shpAz, chpAz, zsh3Az и zchp*z по функциям |cos^y֊~j» где 

/— длина трубы.
Из этих соотношений постоянные интегрирования определяются 

следующим образом
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Для определения постоянных Ек, Ок, и Нк получаем следую­
щую систему четырех линейных уравнений

^««’(/?) + + л4'’(Я) + = М"
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М1։ =
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жИ2) Ժհ 
л к = ~ЗГ

1(-|)Ч-л„1 +

(2.15)

Решая систему (2.13), получим значения для постоянных Е*, Рк 
и Нь.

Для полого цилиндра из упомянутых выше соотношений полу­
чается также следующее равенство

ао ^0 - Ա/Օ(3ՀՏ)
(?;■ — Л*), (2.’6)

которое является уравнением равновесия сил, действующих в радиаль­
ном направлении.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

р. ւ ирригиизиъ

հլոր <|[Ա1(ւի ЬшЦшишрԼԱկչո.Ոսլ»յա(։ ւքի թան|ւ խՈղիո61»ր

Հոդվածում դիտարկվում է կ[որ դ լան ի աոան^քէ նկատմա մր սիմետրիկ դ ե ֆորմ
ցիաների խնդրի երկու դեպբ, երբ մ ա կե ր և ու յ թ այ ին պայմանները տրվում են գլանի հիմ- 
քերի և կողմնային մակերևույթի վ ր ա լարումների և տե դափո խ ումն ե ր ի միջոցով:

(Լոաջին խնդ րում հոծ գլանի համար գլանի հիմքերի վրա տրվում են լարումները^ 
իսկ կողմնային մակերևույթի վրա' շոշափող լարումները և տ ե ղա փ ոխ ումն ե ր ր շաոա •հհ 
ուղղությամբ! Դիտված խնդիրը կարող է Օգտագործվել կէոր 
բանի խնդիրների լուծումներն ստանալու համար!

չԼ ր ի ծ ո ման մի

Երկրпрч խնդրում սնամեջ պլանի հիմքերի վ ր ա տ ր վ ո լմ են շոշափող լարումները 
և տեղափոխումները աոանցրի ուդդությամրք իսկ կողմնային մակերևույթի վ ր ա տրվում 
են լար ումնե ր րէ Այս խնդիրը կարող է օգտագործվել արտա ր ին բեոի ագդե գութ յան տակ 
գտնվող հաստ պատեր ունեգոդ խողովակի լարվածային վիճակը որ ոշե լու համարէ երբ 
արտաքին բեռը կի րաոված է խողովակի կողմնային մակե ր ևույթ ի վրա!

Խնդիրների լուծումնե րը ներկայացվում են շարքերով' րստ Ւ'եսսելի Л եռանկյու­
նաչափական ֆունկցիան երի է
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