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Решение плоской задачи теории упругости 
для прямоугольника в перемещениях

(Представлено Н. X. Арутюняном 5Л11.1957)

В настоящей работе рассматривается плоская задача теории уп
ругости для прямоугольника при произвольных перемещениях на 
кромках прямоугольника.

Решение этой задачи, как это имело место в плоской задаче 
теории упругости для прямоугольника R напряжениях (’• * 2), сводится 
к решению бесконечных систем линейных уравнений. Доказывается.

к — коэффициенты Ляме,
и и л’— перемещения по направлению осей ох и оу,

д'

что полученная система вполне регулярна и имеет 
сверху свободные члены.

Как известно, в плоской задаче теории упругости,

ограниченные

при плоском
напряженном состоянии тела, перемещения удовлетворяют следую-
Шим уравнениям Ляме:
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Напряжения определяются формулами:
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Решения для уравнений (1) ищем в виде

//(.г, у)
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Ф(Х, у) = |.4д'с11 Здх 4֊ В\; ‘бЬ 3Ад- 4֊С08 3Лу

(4)

а. Ь, с — постоянные, I —
Полагаем, что перемещения на 

произвольным образом.
И(о, У) =Л (у)

ъ(о, у) *=/2(у)
и(х, 6) = ^(х)

1’(Х, о) = /б(х)

длина прямоугольника, а А— высота.
кромках прямоугольника заданы

«(/, у)=/з(у)
(о < У </?)

V (/, у) = /4 (у) (б)
и (х, А) =/7(х)

(0<Л</)
Д'(Л', Л)=/я(А'),

X

где функции /,• — кусочно-непрерывны и имеют ограниченное измене
ние в соответствующих интервалах.

Представляя функции /, в виде рядов Фурье, получим условия:

«(о, у) = У (1к 51п %у, ' 
к»\

V (о, у) = 4- У Ад- СО5 ?*у,
^-1

178



(г I

Ко

У Ск СОБ 7*Х,

А-1

51 п а*х։

' /а СО5 а*х,

А-1

(о <: у < А)

(8)

к I

о

х

■V (X, /I) = 2_/< 81П айХ.
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Удовлетворив условиям (7) и (8) для определения неизвестных 
коэффициентов интегрирования, входящих в выражения (4), полу
чим ряд соотношений.

Из этих соотношений коэффициенты а. Ь, с и Д1։) (/ = 1, 2) оп
ределяются непосредственно

а = Ь = с = о, Ак'=Ск, Ак'=Ьку (9)

коэффициенты В{к из этих соотношений выражаются через коэффи
циенты Ск} и О{к\ а для определения этих последних получается со- 
вокупность из четырех бесконечных систем линейных уравнений.

Введя новые неизвестные
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эту совокупность приведем к виду
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где

1,3..., к * 1,3..,.

(13)
(Л = 1,3,...)

(р = 1,2,...)

(14) 
(^=2,4,:..)

(р = 1.2,...)
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(16))/ ± 3|х
// + |1

^’= ֊֊% т/р)-(ер- с,) сШ -
'С ' ‘2ГР I -

Легко заметить, что системы (12) разбиваются на четыре сово
купности, причем в каждую совокупность войдут две системы:

^>=у + уд

У(2) _ 
'^/2

Л-1.3....

*-1.3

□О

г - .и;,1՝,
Л-2.4....

(/>=1,3,...) (18)

(р = 2,4,...)

(/7=1,3...) (19)

(Р = 1,3,...)
к 2.1
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Каждх и»•г

системы

ь'Л) __
'/• Ч’

(/’

(1)

из совокупностей (18) (21) можно

(20)

написать в виде одной

л — I

(22)

Например, чтобы системы (18) привести к виду (22), 
обозначения

ихжио вы вес и։

^2|֊|. 2? = ^21-1. ^?/֊։. 2</-1 = 0,

А?1. 2</-> Йь-1. 2</-1, Л 2». 27 = 0

(/ = !. 2,...)

(/, (7- 1. 2,...). (23)

к 2.1...

р >

Р 9

/' •

(/п = 1,2....).

Аналогичные обозначения вводятся также и для остальных систем.
Пользуясь обозначениями (13)—(17) и (23) для каждой совокуп- 

пости в отдельности, покажем, что система (22) вполне регулярна.
Для совокупности (18) при четных т имеем:

(24)

При этом использованы значения рядов:

(251
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п неравенство

Хналогично. при нечетных т, получаем:

126»

'Гаким же путем для других совокупностей (19) (21) найдем

(27)

(28)

(29)

т

(31)

(32)
*-2.4....

При этом использованы значения рядов

\ 4

(33)
■Л с։ь 
8ал 2

Л >
8Й

При плоском напряженном состоянии всегда № > 2. следова

тельно— и . будут меньше единицы и все системы (181—д’ । Д'2—1 • '
(21) будут вполне регулярными.
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Свободные члены систем этих совокупностей ограничены сверху. 
Это обстоятельство позволяет пользоваться теорией регулярных систем 
линейных уравнений и оценить неизвестные коэффициенты с любой 
точностью, а с помощью этих оценок определяются верхние и ниж
ние границы для перемещений и напряжений.

Полученным результатом можно пользоваться и при плоской 
деформации, только в этом случае следует во всех соотношениях 
заменить к' через л.

Для этого случая Л = 3 — 4՝> и система (22) может быть регу- 
1ярной и вполне регулярной, если *^0,367, однако это ограничение 

не строгое, оно может быть снято, если пользоваться лучшими оцен
ками.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

Բ. Լ. ԱԲՐԱ1ԱՄՅԱՆ Մ Մ. ՄԱՆՈՒԿՅԱՆ

Ikit tuoq ա 1|սւհւււ.|> I uiG inLiini թւահ hiupp |ուծււււք|ւ ։ււ i| q ահ կ յ uiG
huiifuip^ Ьрр հայւոէւի Լ G mb q ափււ|ս ni_p|ni.GGb pp Lqpbpfi i|pui

% ո ղ վ ած ում րննարկվում Է ւսոաձ^ական յան տեսության հարթ իւն ղ ի ր ր ուղղան֊ 

համար, երր ուղղանկյան ե ղ ր Լ րն արտարին ոէմերի ա ղղ ձ դ ո ւթ յան տակ ձևափոիք- 
էյ ո ւ էք են տված օր են րով:

Խնդրի լուծումը րերվում է ղծային հավասարումների անվերի ս ի ս ա Լ մ ի լուծմանը: 

1Լւղարյուդվ ում Լ, որ ստացված սիստեմը լ ի ո վ ին կտնոնավոր է ե ՈԼ.նի վերևիդ սահմանա
փակված աղատ ան դաւքն եր:
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