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МАТЕМАТИКА

И. С. Саргсян

Сходимость дифференцированного разложения по собственным 
функциям оператора Шредингера на плоскости

(Представлено М. М. Джрбашяном 7.УП.1957)

1. Постановка вопроса. Обозначим через д (х) действи
тельную непрерывную функцию, определенную в некоторой конечной 
области О двухмерного пространства Эвклида Е2. Через Г обозначим 
границу области

Рассмотрим следующую задачу на собственные значения:
\и 4- { X — д(х) ) и = О, (И

ди 
дп Г

Обозначим через Хх, Х2,..., собственные значения задачи 
(1)—(2) и через ^(х), ®2(х),..., ф„(х),... (х—точка пространства Е2)— 
соответствующие собственные функции. Так как по предположению 
функция д(х) ограничена, то, не нарушая общности рассуждений, мы
можем предполагать, что спектр задачи (1)—(2) не 

Пусть /(х) с: Л2 (У?). Положим
Сп = ( /(х)?«(х)г/х

<т»)
и рассмотрим ряд

ж
/(х) ~ V ся?л (х).

л— I

отрицателен.

(3)

В настоящей работе изучается вопрос о дифференцировании ря
да (3). Аналогичный вопрос в трехмерном пространстве и для опера
тора Лапласа'изучен Б. М. Левитаном (/)• Основной результат для 
уравнения (1) и оператора Лапласа один и тот же и заключается в 
гом, что каждое дифференцирование ряда (1) повышает порядок сум
мирования по М. Рнссу на единицу. Этот результат имеет место и 
для одномерного случая, который исследован нами (2). Оказывается, 
что. кроме теорем суммирования по М. Рнссу производных разложе
ний по собственным функциям оператора Шредингера функций с ин
тегрируемым квадратом, имеет место и георема сходимости диф
ференцированных разложений, если только разлагаемая функция удов-
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летворяет некоторым дополнительным условиям. Цель настоящей ра
боты доказать именно такую теорему. Утверждается, что справедлива 
теорема: пусть функция /(х) в области И имеет вторые ча
стные производные, причем Д/ — (х)/с Л2 (7Э) и пусть/(х) удовлет
воряет краевому условию (2). Предположим, что в окрестности 
внутренней (по отношению к И) точки х0 функция ц (х) имеет 
ограниченные частные производные первого порядка, а функция 
/ (х)—ограниченные частные производные второго порядка. Тогда

Игл
р — X

д^п (х) _ д/(х)
дх. дх{

-- ^՝п)- (4)
и

Если условия дифференцируемости, наложенные на </( х) и 
/(х), выполнены в некоторой замкнутой области д, целиком со
держащейся внутри О. то равенство (4) имеет место равномер
но в д* .

* В трехмерном случае теорема доказана Б. М. Левитаном (•'>).

Основными вспомогательными средствами в доказательстве этой 
։еоремы являются тауберова теорема для интегралов Фурье и метод 
Б. М. Левитана.

Необходимо сделать некоторые замечания о принятых в работе 
обозначениях. Буквами х, мы обозначаем точки двухмерного 
пространства с координатами (хр х2) (£,, 5։), (тп, /]3)....... Через х 4֊;
обозначается точка с координатами (х։ + х2 4֊ ;2), через |Х| — рас
стояние точки х до начала координат, аналогично для |В|, |т(|. Бук
вой С обозначается константа, не обязательно одна и та же.

2. Вывод вспомогательных формул. Рассмотрим сле
дующую задачу Коши:

* / чЛЯ — Ц (Д') и = — 
дГ-

(5)

к(х. о) = 0, — ։ = /(*)•  (в)
О11

/-0

Если в уравнении (5) функция <7(х) = 0. то 
(5)—(6) дается формулой (см. (3), стр. 158):

решение задачи

где
Рассмотрим

//0(х, О =

неоднородную задачу:
дъи
1)Ё (8)

II (X, О) = 0,
ди 
д1 (9)

Д« = Я (Х>

/-О
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Решение этой задачи дается формулой (см. (8), стр. 159):

В дальнейшем нам понадобится оценка для

d-
о

ПО)2 „2

Перепишем уравнение (1) в виде:
О’2//

dt2
— ±н = — q (х) и. U')

Рассматривая в последнем уравнении правую часть как изве
стную функцию и применяя формулы (7) и (10), получим следующее 
интегральное уравнение, которое эквивалентно задаче (1)—(2):

Пусть w0(x, t) определяется по формуле (7) и пусть

ип (֊ 1)" /У И —

о I 2

Т о г да

(131

есть решение задачи (1) —(2). Легко видеть, что решение и (х, 
дачи:

t) за-

~~ ~՜ cftu
±ii — q (x) ii = — 

dt2

du 
dt

= 0
<*-о

дается в виде
du (х, t) dun(x, t)

dt dt
dv (x, H 

dt
(14)

du (х. t) 
----- :------------ > (/= 1. 2)

при / ֊֊> 0 в предположении, что /(х) в окрестности точки х имеет 
ограниченные частные производные первого и второго порядков, а 
у(х)—ограниченные частные производные первого порядка. Мы имеем, 
в силу (14),

ди (х, Ц дги{}(х, , О2у (X, Г) 
о*х,  дх,д( дх^)?
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Далее, из формулы (7) следует
д-и^{х, П = 1 Г Г д/(X -ф /1]) _ 

дХ[д։ 2՜ ДД дх< ) I—г2 '

Так как по условию имеют ограниченные первые частные произ
водные, то из теоремы о конечном приращении следует, что при Г *0

б>/(х-рГт։) с/(х)■ ■■ ■■■ " —— ГЕЕ ■ ■ —
дх-, дх.

Отсюда и из (15) следует
д-и0(х, ()/(х) _1_

дх։д1 дх։
(16)

причем при / ֊► о
<?(х. 0 = 0(0֊

Далее, из определения функции V (х, /), формул (12) и (16) сле
дует, что при / ֊> о

дгу
5х, д!

'Из формулы (14) и оценок 
оценка

(16) и (17) следует важная в дальне пшем

^2)- = + 6(х 0

о*х,  дх. (18)

причем при /— о
0(х, /) = 0(0.

3. Доказательство теоремы. В настоящем пункте, ис
пользуя результаты предыдущего пункта, мы докажем теорему, сфор
мулированную в первом пункте. Пусть функции /(х) и </ (х) удовлет
воряют условиям теоремы. Обозначим через ( с„ ; коэффициенты 
Ф\ рье функции /(х) относительно системы собственных функций за
дачи (1)—(2). Пусть х внутренняя точка области О и г настолько
мал, что сфера с центром в точке х и радиуса г целиком лежш 
внутри О. Решая задачу Коши (1) —(2') для = вначале по фор
муле (14), а затем по методу Фурье и приравнивая эти два решения, 
получим

/I Оу(х, П ,՝,
-----Л------------------------= — С"*"  А՜ Со։ *‘0^ 9

1
причем функции /г0(х, /) и гДх, /) определены по формулам (7) и 
(13). Пусть функция #«(/) удовлетворяет следующим условиям:

Ж
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1. £«(^“£(-0, т. е. чётна.
2. £.(Л обращается в нуль вне интервала (— г, = ),
3. имеет непрерывную производную.
Помножим обе части тождества (19) на £։(0 и интегрируем 

по I от 0 до £. Тогда получим

р
Мн) ^5(х. р) =

о

£)

О

Оу (х, Г) 
д(

(20)К-ЛП О։.

где

Мн) = #а/)со8р/^Л 5(х, р)= Усп®л(х).

0 рл < р
(211

Так как по предположению функции /(х) и </(х) удовлетворяю։ 
условиям теоремы, то справедливо равенство (18) и. следовательно, 
тождество (20) после дифференцирования по х-, может быть записано 
в виде:

0$ (х, р) _ <?/(х)
дх,

О
<?х։ , 

О О

Так как
СК

Я. (П = со։
о

то
1

2!^. (23)
<• И

Далее, из равенства Па рее валя следует, что 
I

(24)
о о

где
и С05 ՝О (М. (20)
о

Пользуясь (23) и (24), можно (22) записать в виде

(26)

где

о»5(х, р) 8Н1 V

С)Х,

о
и

и

о

вХ1 V
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По условию А (/) = А/ — ?(х)/сА2(Р) и /(л) удовлетворяй 
условию (2). Тогда, применяя тождество Грина, мы получим

d„
2 '

Рп
где

dn = L (/) ъп (х) dx.
(D)

Далее, справедлива следующая лемма, доказательство которой мы щ 
приводим: ;

Лемма. Пусть д подобласть области В, содержащейся строго 
внутри О. Существует константа С = С (д) такая, что для а — сс 
и х £ д справедлива оценка

дъп (х) 
дх.

<Са3.

Мы имеем

d9n(x) 
dxj

a < a + 1

d<fn (x) 
Ox,

Применяя неравенство Коши-Буняковского, в силу леммы отсюда по
лечимW

(oS(x, ■>) I о ()) = । 2) (28>
I dxt .)

Тогда из (25), (28) и (27) следует оценка
а 4֊ 1
I/ ( /?(х, и)} = о (1). 
а

Поэтому из теоремы 1.4.2 работы |4] следует, что

Игл /? (х, р) = 0. (29)

Далее,
и- 

о р sin v limj£ (30)
” J '>

о 
Покажем, что

Игл (х, |i) = 0. (31)
у. -*  ас

В самом деле, 
1 

?,(^i*) = -| —Л. (32)
о

Равенство (31) следует из (32) в силу леммы Римана—Лебега на осно
ва и и и (18).
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Из равенств (27), (30) и (31) следует

Пт д$<Х' 111 = д-Ш, (4=1,2)
|Х-*ео  С)Х( С)Х,

в каждой точке х, в окрестности которой функции /(х) и д (х) удов
летворяют условиям теоремы. Теорема доказана.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

Խ Ս. ՍԱՐԴՍՅԱՆ

(Լստ &րեգիհ<|երի օպերատորի սեւիակահ Ֆուճկց իահեր ի 
գիՖերեհցփած փերլու ծււլթյահ ցոլգաւքիւոօւթյուհք եարթոլթւահ Црш7’ ի տար կ և նք “» Լ տե յա լ Ւնւ1՝րը

ձ“ + Ռ — հ(*)  ; и = 0.

որտեղ ^(Х) ֆոս նԿՒ ան ъարթու֊քմյան [) վերջավոր տիր ու. 
կան ֆունկցիա էէ իսկ Г~ն ի) ա ի ր ու՜յթ ի եղրաղիծն Էէ X յ • / 
խնղրի սեփական ա ր ժ Լ յ>ն ե ր ը, իսկ ^у(х), ^«(х)...., 9Ո (х) 
իոՀնկցիանե ր րէ

Գիցուք ք (х) С2 Լ*>  (О): Նշանակենք

тс.։/ ո ր ո շէք ած անըեղհատ ի ր ա — Хп /••• նշանակենք ( 1)— (2 ) 
--- հ ա էք ա սյատա иխան սե փական

Сп = \ ք(^) (х) Лх.
(О)

Ապա ղ Ոէ_րյ վ ում Է հետևյայ թեորեմր'ք1'|1(յուբ /(Х) ֆունկցիան ճ) ւոիրույթում ունի երկրորդ կարդի մասնական ածանց- յալներ, րստ որում Д/—(]{х}/С^.Ь շ(ճ?)> և ր աւխւ րարում է (2) պայմանին: Ենրւսդրենր Ս ■ոիրույրի ներրին Хо կեաի ջրջակայրում (](х) ֆունկցիաէ։ ունի սահմանսւփակ առաջին հս|րդի մասնական ածանցյայներէ իսկ /(Х^-ր4 ։։աRմանափակ երկրորդ կարդի մասնական ւսծանցյայներ: Այդ դեւդրում
հա
(յլ-> ОС Сп

Հո <

(X)
Ох,

_ с>/(х) 
дх/

, (('=!. 2), (р-п — Ал )•
А -Хо1»рЬ /(х) և (] (х) ֆունկցիաների ւ|րա дрфид Г|իֆԼрե 1ւցելիության պայմաններր рш- '(արարում են սււքրողօոէ(ին £)-ին պատկանող </ փակ ա իրույթում, ապա (3) քւաւ|ասարու- ւ՚յունր ւոեղի ունի Ժ-ում նաւ|ասւււրաչա<ի:
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