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Линейные комплексы развертывающихся поверхностей 
конгруэнций

(Представлено М. М. Джрбашяном 7.\'11.1957)

1. В настоящей работе с лучом конгруэнции однозначно связы
ваются два линейных комплекса, каждый из которых проходит через 
пять бесконечно-близких лучей одной развертывающейся поверхности 
конгруэнции, и рассматриваются некоторые вопросы, связанные с эти
ми комплексами. В работе применен метод внешних форм Картава (Ч.

2. Инфинитезимальное перемещение свободного точечного репе
ра в проективном пространстве определяется следующей
системой дифференциальных уравнений:

(». * = 1. 2, 3, 4). (П

где — линейные дифференциальные формы, 
уравнениями проективного пространства:

г-ч к г * ।£>и)^ = [о)/О)а|.

Семейство реперов первого порядка (2), 
груэнции, определяется дифференциальными

с вя за н ны е ст р у кт у р ними

присоединенное к 
уравнениями

кон-

о>1‘ = 0, («2 = 0. (3)
Дифференцируя внешним образом эту систему (с помощью

и раскрывая по лемме Картана (’),
4 __  3 о 4

0)з = ао>1 —

получим
1 ' зц>2 — ~ и>1

(4)
2 о з . <<•4 = ^0)։ -> уш2։

После повторения два раза этого шага мы получим систему линеп-
ных уравнений (см. (2), §§ 185—187):

\ з о 4Да — О^У)! —До’.’,

ДЗ' I

г/ 33 I 4

3
I

3 а 4

п 3 . 4
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3. Пусть комплекс, проходящий через пять бесконечно-близких 
образующих развертывающейся поверхности «5 = 0, изображается 
в пятимерном проективном пространстве Р5 точкой

Л = а* [/Л], /, /г = 1, 2, 3, 4, (6)

где [/, /?| есть аналитическая прямая (Л,-Л*) и а՝к — координаты ком
плекса.

Согласно условию, точка Л полярно сопряжена с точками |12| 
</|12], ^/2|12], </3[12| и б/4[12] (по/подлог) относительно гиперквадрики 

т. е. комплекс Л должен удовлетворять уравнениям

(Л[12]) = 0, |/М|12] ) = О, {Л</21121 } = 0,
(/)

(Л</а[12]} = 0 |12| ) =0. (то(1«4),

где фигурная скобка означает плюккерово произведение (2).
Из уравнений (1), (3), (4) и (5), найдя (I [12], г/2|12|, с13 |12| и 

£? [12| и вставляя в уравнение (7), для комплекса Л получим выра
жение:

+ (^֊71') |23] +27' |13| +2а [42].

Проделывая те же выкладки для развертывающейся поверхности 
= 0, мы получим второй комплекс, который обозначим через Л':

Я-> + 3 («'? 4-3'7) + ??֊ о 
р!

֊(«2֊72) 114] 4-2а' 113| 4- 27 |42].

Комплексы 4 и А' инвариантны относительно преобразований внутри 
семейства тетраэдров 1-го порядка. Таким образом, с каждым лучом 
конгруэнции инвариантным образом связаны два линейных комплекса.

4. Пересечение этих двух комплексов дает линейную конгруэн
цию, директрисы которой в пятимерном пространстве определяются 
точками

Л 44чЛ',
где является корнями квадратного уравнения

4 а'7).2 4֊ { —(а։ — -(!) (а2—72) 4֊ 4 (аа' 4֊ 77') ) X 4- 4ат' = 0. (8)

Пусть Л4/(х!, *1, 0, 0) и (0, у/, у?, у-), 1 = 1, 2) две точки 
директрисы Л 44/Л', тогда их координаты определяются из следую՛ 
щих уравнений:

— 7՛=Х?У?. 2 (։ + *17) = - у,х],
(9)

2 + X, г՛) = х՝у?, X; (а, — = х'у/,.
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Если /И,- не совпадает с фокусами Д։ или А2, и Д', не находит
ся на фокальных плоскостях, то они напишутся в виде

•И, = Л, + 2 (° + ՛ > д2. = ( д Дг> А,-^ д>.
М«2֊7г) \ 2(-[,Н-/.1а') !

Таким образом, будем иметь на каждом луче конгруэнции четы
ре точки ,И2, Др Д, (последние две точки—фокусы луча) и че
тыре плоскости, проходящие через этот луч, две из последних: тх и 
т2 плоскости, проходящие через директрисы линейной конгруэнции, 
п две другие: ах и а,—фокальные плоскости соответственно в фоку
сах Дг и Д2.

5. Напишем сложное отношение этих четырех точек и четырех 
плоскостей

, . л Ма4-М) / . '•։ (7х -4-л-»*')(Д^л/ИрИг) =  ---------: — » (аха2тхтх) = —— ----- —— •
(а4՜ ^г7) ^-2 (7 4՜ ^1$ )

Рассмотрим два соотношения между этими двумя инвариантами.
а) Пусть (ДуД^ИрИг)• = 1, тогда (если директрисы ли

нейной конгруэнции не совпадают) получим аа'— 77'= О, которое 
показывает, что конгруэнция (Д^2) — есть конгруэнция И”. Итак, 
сложное отношение этих четырех точек равно обратной ве
личине сложного отношения четырех плоскостей тогда и только 
тогда, когда конгруэнция является конгруэнцией ]]/'.

в) Пусть (Д^гЛ/^Ио) = [аха.,тхт2), отсюда с помощью уравнения 9 9
(8) получим (04 — 71) («а — 7.,) = 0. Обращение в нуль одного из этих 
множителей означает, что одна директриса линейной конгруэнции на
ходится на одной фокальной плоскости, а другая директриса проходит 
через другой фокус конгруэнции. Итак, если одна директриса линей
ной конгруэнции проходит через один фокус луча Д։Д2, то другая 
директриса находится на фокальной плоскости другого фокуса, 
и наоборот.

Если обе директрисы проходят через разные фокусы луча кон
груэнции, то

ах— 71 = 0, а_։ — 72 = 0 (10)
и комплексы Д и Д' напишутся в виде

а = («?Ч РТ) [12| +7'|13| +а[421,
. а'= (а'р 4-112| + |13| + 7 |42|.

Последние два комплекса впервые были найдены С. П. Финиковым 
((*), стр. 373), когда он рассматривал инвариантные комплексы диф
ференциальной окрестности 2-го порядка конгруэнции.

Директрисы комплексов а и а' (для не— ^’-конгруэнции) пи
шутся в виде

/2 = ? |>2| 4֊|13|. Л = [Г |12] 4-|42|
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и совпадают со вторыми касательными фокальных сетей. Следователь
но, если обе директрисы проходят через разные фокусы луча, то 
они описывают две конгруэнции, полученные из данной конгруэн. 
ции преобразованием Лапласа.

Конгруэнция, характеризующаяся уравнениями (10), определяет
ся с произволом шести функций одного аргумента.

Система дифференциальных уравнений, определяющих эту кон
груэнцию, имеет особое решение тогда, когда конгруэнция принадле
жит линейному комплексу. •

Доказывается, что два комплекса Д и А' совпадают тогда и 
только тогда, когда конгруэнция принадлежит линейному ком
плексу (с последним совпадают Л и Д').

Конгруэнции, у которых четыре точки (Д1Д2/И1М2) составляют 
гармоническую четверку, определяются одной произвольной функцией 
от двух аргументов.

Другой класс конгруэнций с таким же произволом получим, 
если предположим, что четыре плоскости (а^/л^/Ио) составляют гар
моническую четверку.

Эти два класса конгруэнций характеризуются соответственно ин- 
вариангными уравнениями:

77/) 4. Ն) (Հ. —Հօ) = 0,

4 (ха' — 77') Д- (7Ч — 7։) (а. — = 0.
Армянским педагогически!! институт 

им. X. Абовяна

Ս. Ь- ԿԱՐԱՊեՏՅԱՆ

Կոքւզրուհհց|ւա6եբ |ւ փււվուլ մ ա կ Լ բ ևւււ ւ թ р |в րյձսւփհ կաքպլԼք <>հԼք р

Այս հոդվածուժ կ ոն ղ ր ո ւ ե ր ի ա յ ր յո լ րար ա՛հ տ ք ուր ճ ս ւ11 ս ւ ղ ւս յ թ Է ն ին էս ր ի սւն տ ձեուք 

լքիացված են երկու, ղծային կ ո »ք ոաԼ ր էէն ե ր /1 ե /1 է ո ր ոն ր ի չյ յո ւ ր ա րտն չյուրն անւյնոււ! I; 
կ ո հ ղ ր ու են ց ի ա յ ի որեկ փո^ող ւէա կ ե ր ե ո ւ յ/ւ!ի հինգ տ ն ւք ե ր Հ ւք ո ա ճ սւ ո էս ղ ա յ քէ! ն ե ր ո վ • /4 ե /\ 
կո 1/ պ լե ր սՆ Լ րն որոշո։ ւք են /[ձային կ ոն ղ ր ո ւ են ւյ ի ւս է ո ր ի ղիրեկտրիսաներր հատ ոււք 1»ն 

կոն ղ րուենրյիայի ճւսոաղայթ ին երկու կետերու ւՐ ձքյ, /\1շ ե աոաՀացնում են այղ ճառա֊ 
պայթու! անրյնող երկու հ ա ր թ ո լ թ ք ո ւնն ե ր՝ քԱ Հ72 շ •

Եթե կո ե ղ ր ու ենւյ ի ա յի ֆոկուսներր նչսւնակենք /կ, /1շ, իսկ նրանց Հաւ/աս/սւաաս- 

խան ֆոկալ հարթ ութ յուննե րր Ձշ, ապա տեղի ունեն հետևյալ թ ե ո ր ե էէն և ր ր .
ք. ք/հյձ շ/^քլ/Սշ) • (օ^ՕշՈւ Հրոհ)= 1 հ ւս 11 ւււ ս ւււ թ ո V ւք|ւ |« 11 ո ւ թ ա «| լւ ո լ մ I. II 1|ո(ւ<] |ւուենցխււյ|ւ1':

2. Եթե այդ դխւեկւրւ|ւ|ււււււնե[ւ|սյ ԺԼ1||ւ անցՍում I. կո(>«||1 ու_Լ 1ւց|ււււյ|ւ ւքի Փոկուսոփ ասբ11 
ժյուսբ <|ւո6ւ|ու։ք I; ւսյրյ ֆո1|ու.ււ|ւ(1 չ 1ւամււու|սւսւսւս|սա!ւոր| ֆոկալ հայւբության է|ոա( 1ւ հակս!' 

ո ւս 1| ն:

եթԼ այւյ г||1||Ы|1П||^ սւււ1ւԼբ|ւ անցնոււք 1«1ւ կրւ1ւ<|րուե1ւ<յ|ւայ|ւ пиирркр ֆո1|ուսԱհի Ա,| 

шири 1ւյււււևբ 1ււսևր||ւււա 11 ու«Г Լ(ւ Լաս|լաս|ւ Լ|ւ1|ու ո 1ւ աւ|ւո|սուբյրււն1ւե[ւ|ւց սււՆ1սշացած 1|п1н|р»1* 
եէցխււյի նս1քՆէսցայբնե{ւբ:

Муди///ւ//> կոնղրուենցիան բնութ արյրվում կ (10) հ ա վ ա սար ումն ե ր ո // /

/• Լ[ւ1|ու 1|ո <ГпцԼբսՕԼբр ( .1 |ւ /4 | 1)1սժրեկ(յՈ1ւք ե!ւ այն, 1ւ Ժ|ւսւյ1ւ այն ւ| Լււ||>ււււք. Ь|Ч՛ 
1|ր։հւ|րրւ1.ե(յց|ւսւն ирит 1|ւււ(ւոււք Լ ցծայ|ւ(ւ 1|ո<քирЬри|ւն:
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