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К вопросу нелинейной теории анизотропных пластинок

(Представлено 1.1 Ц. 1957)

1. Предполагаем, что пластинка постоянной толщины Л отнесена 
к декартовым координатам а, р, 7 так, что срединная плоскость не - 
деформированной пластинки совпадает с координатной плоскостью 
а, Р, а координата 7 направлена в сторону ненагруженной плоскости 
пластинки.

Считаем, что материал пластинки подчиняется обобщенному за
кону Гука и в каждой точке имеется плоскость упругой симметрии, 
параллельная координатной плоскости а, р (1).

В основу ставим следующие предположения:
а) нормальный к срединной плоскости линейный элемент пла

стинки после деформации не меняет своей длины;
б) при определении деформаций е? и еа? пренебрегаем влия

нием нормальных напряжений от;
в) при определении деформаций еа1 и считаем, что касатель

ные напряжения тат и т?7 не отличаю։ся от соответствующих напряже
ний и < ), найденных при наличии гипотезы недеформируемых 
нормалей(х);

г) при определении удлинений и сдвигов срединной плоскости 
учитываем лишь те нелинейные члены, которые происходят от про
гибов да(2);

2. В силу принятых предположений имеем(1):

Հ = [aw£x (В,А) 4- аЛ5£.> w° (а, р).

(2.2)

£, (В,,) = В„ ֊ + ЗВ10 + (В„ + 2В,„) — + •
да3 ор*

В2 (В,*) = В22 —- 4֊ ЗВ38 —— (- (В12 4- 2В66) 4՜ В10 ֊—-»
ор’оа ороа.л да3
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где <&2’° — прогиб пластинки, найденный при наличии гипотезы неде- 
58|)ормируемых нормалей, а1Ь, В^ — известные постоянные упругости(’).

В силу (2.1), а также принятых предположений, из общих
уравнений теории упругоств(8), для перемещений какой-либо точки
пластинки получим:

= а»». (2.4)

где и = и(а, р), -и = -и(а, Р) и -гс/ = гсл(а, р) — соответственно тангенци
альные и нормальные перемещения срединной плоскости пластинки.

Подставляя значения ма, и из (2.4) в уравнения деформаций 
е<։ и ввр(։), при этом в силу (2.4) учитывая, что

= £1 + 7*1 + 73°1. £з + 7*2 + 7302« (2.5) .

= со 4֊ ут + 73Х,

для коэффициентов разложения (2.5) получим

ди _1_ 1 \2
да 2 \ да /

ди ду । дм ди> 
др да да др

(2.б>

д2ю Л2 дфэ д։ю Л2 дф°
■■՛ Хо —— ' -------

да2 8 да “ др2 8 др

(2.7)

0;=±^°,
6 да 6 др

(2.8)

Напряжения ов, та3 могут быть определены с помощью известных 
формул:

За = В}1еа 4- В12^р 4֊ В1аеа?, = В22е? 4֊ Я12га 4- В2аеа?, (2.9)
Тар ^2(}£р "1

I 
Эти напряжения вызывают внутренние силы и моменты, которые оп
ределяются посредством следующих формул:

12=1 2«1и>

(2.Ю)

(2.Ц) 

(2.12)
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(2-13)

֊^\п ю аа

д2&

(2.14)

Оцг—

(215)

где для жесткостей имеем:

(2.16)

3. Как обычно (4), имеем следующее уравнение неразрывности

д2е2 д2ч>
д$2 да2 дао'р

д2ш 62йг՛ 
да* сф2

' О2Ю
(3.1)

Сцг = НВщ,

н следующие уравнения равновесия:

д!\ д$ 
да. д$

дТ2 ( дВ 
дВ да

(3.2)

дМ!, 2 д2Н д2М2 т д^ы 
да2 2 дчд^ д'? 71 да2

-2$-^ 
дадр

(3.3)

где <7 = (/ (а, р) — внешняя нормально приложенная к срединной пло
скости нагрузка.

Посредством функций напряжений Р=Р(а., р), представляя уси
лия Гр Т2 и 5 следующим образом: 

(3.4)

тождественно удовлетворим первым двум уравнениям равновесия 
(3.2). На основании (2.10)—(2.15) и (3.4) из уравнений (3.1) и (3.3) 
получим следующую разрешающую систему дифференциальных урав
нений:
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о'Р д*Р , , , „ . д*Р
2 ------  — (^пп "4՜ 2Л-12) ‘

дя* <?а’др да?д$г

д*Р' д*Р , д1ю Ле՛ 
дадр’ “П др4 да.2 д^2

сЛы 
да*(%

+ ^(^12 4՜ 2М>в)
д'Р 

да2д^
(3.5)

да4

д*ю
О----

<?р4
д2Р д2-ю 

к др2 да2
д2Г д2м 
да2^2

дЧи

д2Р д2& 
дадр дад$ ,

И2 /12
= <1֊~Е, (Д„) Г֊֊ Е, (Е>1к) Г-

При интегрировании системы (3.5) функции Л=Л(а, р) и 'и» = 
= ад(а, р) должны удовлетворять граничным условиям, которые ничем 
не отличаются от обычных (1).

Из системы (3.5) нетрудно получить соответствующие разреша
ющие системы дифференциальных уравнений для ортотропных, транс
версально изотропных и изотропных пластинок. Эти системы, как и • 1 , • • • • * 4 £
(3.5), будут отличаться от обычных систем лишь правой частью вто-" 
рого уравнения. Учитывая, что <?° и <р° являются известными величи
нами (2.2), заметим, что поправка к теории, построенной на основа
нии гипотезы недеформируемых нормалей, представляется в виде 
.грузового члена“.

Таким образом, решение системы (3.5) может быть найдено 
каким-либо известным способом (4).

4. Для примера рассмотрим задачу, прямоугольной (а X Ь), транс
версально изотропной пластинки (плоскость изотропии совпадает с 
плоскостью а — р), для которой точно удовлетворяются следующие 
граничные условия (5):

---- — и 
да2

г-—— = 0

^- = 0

при 1 = 0, а = а, 

Г

при ? = 0, £ = Ь,

при . ՛ а = 0, = а,

при ? = 0, $ — Ь.

(4.1)

(4.2)

= о
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В этом случае система (3.5) принимает следующий вид:

д*Е д4Е 
д^д^2

д2™ \2 а2ии д2 ю 
дад? I ~ д^дЗ2

д*ю ։ (Ли՛ д4ю _ Л д2Е д2ж 
да.4 ' (Л2^2 ~ ~Р [др да2

д2Р д2м д2Е д2™ (?*
дад$ дад$ да2 дЗ2 + О (4.3)

ЕГГ֊Р; д2ю° 
10(1 -р2)6'\ (?ав да'д?

д{,1£)
(4.4)

где Е — модуль упругости для напряжений в плоскости изотропии; 
{л — коэффициент Пуассона, характеризующий сокращеннее плоскости 
изотропии при растяжении в этой же плоскости; С1' — модуль сдвига.
характеризующий искажение углов между направлениями в плоскости

изотропии и направлением, перпендикулярным к ней; Р =
ЕЙ9__

12(1֊^)
— жесткость изгиба.

Как известно (5), если к этой задаче применить способ незави
симого выбора аппроксимирующих функций В. 3. Власова, то реше
ние в первом приближении представится в следующем виде (’):

Ь т = —, 
а

Это уравнение дает искомую связь 
прогибом / в центре пластинки.

Учитывая, что

между .грузовым членом“ V* и

К(Х 7сВ И
•М'° = Л 51П — 51П — = СУА 51 п — 81П — 

а Ь а Ь
(4.6)

для „грузового члена" из (4.4) получим:

?)=■■ <7(а- ?) +
ЕК*Р^

10(1- р8) в'Ь9

ка кЗ
4- Зт4 4- ЗлЛ-|- 1) 51п — 51п 4՜’ 

а Ь
(47)
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где Со определяется из следующего известного уравнения (ь):
t> rt

р) sin — sin d*d% =

U О

_________ 4234__________
537,2 (m։+ т՜2) + 322,5 Ч- (4.8)

а

Подставляя значение q* из (4.7) в (4.5), получим окончательное 
уравнение, которое дает искомую связь между произвольной попе
речной ^нагрузкой q (а, р) и прогибом f в центре прямоугольной 
пластинки.

В случае, когда на пластинку действует равномерно распреде
ленная нагрузка q(a, р) = q0 = const, то в силу (4.7) из (4.5) получим:

-8Л2 т* 3m4 4- 3m2 4֊ 1 Е
и 4՜------------------- ---- —~ Сп —

1920(1 — |?;2ав т* G'

_< h + lVC4-__________ 10447 ____ С3
192(1—н2)\ тг) 537,2(1 4 яг4) 4֊ 322,5 /и2 ’

а для определения Со из (4.8) получим:

л6 /, . 1 \\ . 10447 г,q = -------------- 14----- 4------------------------------------------------- С?192(1 —р.г)\ тг) 537,2 (I + т’) + 322,5 тг 0

В этих уравнениях принято

Для квадратной пластинки (т = 1) из (4.9) и (4.10) получим:

q + -- ------—--------- — е = ------֊֊Г С + 7,48 С»,
240(1 -(i’,’a' G' 48(1—р2)

(4.9)

(4.Ю)

(4.Н)

(4.12)

В таблице 1 приведены значения относительного прогиба С при раз

личных q и Eh*
G'(l -|л2)й2

Подсчеты выполнены посредством форК =

мул (4.11) и (4.12), при подсчетах принято и = 0,3. Для сравнения в
последнем столбце таблицы приведены значения Со.

0,00

20
40
60

1,15 
1,62 
I ,'Ю

0,92 
1,38 
J ,69

0,83 0,79 0,76
1 ,30 | 1,25 1,22
1,61 1 .57 1.53
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Рассматривая таблицу, замечаем, что полученная здесь поправк а 
к теории, опирающейся на гипотезу недеформируемых нормалей, в 
некоторых случаях анизотропной пластинки может быть существенной.

Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Ս. Ա- £ԱՄԲԱՐԶՈՒՍՅԱՆ

IKGի <| >ւ Ш ր >ւ Ա| սալերի nj գծային տեսութւահ tf ասին

Աշխատանքում բերված է առաձգական անիղոտրոպ սալերի հաշվման մի տե 
րի հիմքում գրված են հետևյալ ընդունելությունները:

ա) (*ո ե գե ֆո ր մ ա ց ի ան ե ր ը հաշ '1ԿՒ Ս
ար համ արվում են Gj նորմալ լա ր ումն ե ր ր :

ր) գեֆորմացիանե րր հաշվելիս ըն /

ներր չեն տարր Լ ր վում համապատասխան շոշափող

Ga ք G£| և լարումների նկատմամբ

նվոլմ է, որ Taj և T^T շոշափող լար ում - 
° °յրո^մներյէց ftajJ և որ„նք ստւսց -

ում են < դե ֆոր մ ա ց ի ա յ ի չենթարկվող նորմալների* հիսլո ԲԿՒ օգտագործման ժամանակ: 
գ ) գե ֆո ր մ ա ց ի անե ր ը ամենուրեք ընդունվում է հավասար ղերոյիէ
գ) Մի9ին մակերեսի գե ֆ ո ր մա ց ի ան ե ր ը որոշելիս հաշվի են առնվում միայն այն 

չ գծային անդամները, որոնք ծագում են նորմալ տ ե գա փ ո խ ում ի ց է
Ելնելով բերված թյուններից և առաձգականության

թ յան րնղհանուր հավասարումներից, գրված խնղրի համար ստացվում են հաշվային 
բանաձևերը և որոշող ղիֆերենցիալ հ ա վ ա սա ր ոլԺն ե ր ի մի ոչ գծային սիստեմ, որը տվյայ 
խնդրի Համար գտնված հայտնի սիստեմից տարբերվում է երկրորդ հավասարման աք

Որոշող դիֆերենցիալ ւքեերի սիստեմի տեսքն

էլա րԿՒ է օգտագործել գոյություն ունեցող

յնպիսին է, որ նրա 
ոտավոր մեթոդներից

րևիցե մեկըէ
Որպես որին ակ քերված է տ ր ան սվերսար֊իդոտրոպ նյութից պատրաստված ուղղ

անկյուն սալի խնղրի լուծումը, երբ սալը (ագատ հենված է* իր ամբողջ պարագծով! 
^նգիրր լուծված է մոտարկող ֆունկցիայի անկախ ընտրման մեթոդով, որն աոահարկե^

?. Վլա սով ր:
Ոերված խնղրի լուծումը ցույց է տալիս, որ անիղոտրոպ սալերի հաշվմ

Նակ ան հրամ ե շ 4 էէ գավ ե լ այս առա Հար կ վ թ յան հաշվային րա֊

նաձևերից? Եթե անիղոտրոպ սալերի հաշվման Ժամանակ հաշվի չառնվեն այստեղ նշված
Հշտու.մն ե րր , ապա խնղրի լուծ ում ր որոշ դեպքե րում ց վ ի հէէաւՒ սխալներով:
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