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МАТЕМАТИКА

С. А. Маркосян

Достаточные условия существования нескольких 
предельных циклов(Представлено А. Л. Шагиняном 28. VIII. 1956)

Условия существования нескольких предельных циклов уравнения 
нелинейного колебания второго порядка были установлены, например, 
в работах (։՜3).

В настоящей заметке приводятся достойные условия существо­
вания не менее любого, наперед заданного числа предельных циклов 
системы уравнений вида:

^֊ = [/(*)  + ծ</]ՓԱ, у) մս— = [ах 4- у),

где а, Ь— + I, далее, рассматривая частные виды системы (1), уста­
навливаются условия, при выполнении которых уравнение

* + £(*)*  + ?(*)  = О (2)

имеет не менее любого числа предельных циклов.
В заметке предполагается, что начало координат для рассматри­

ваемых систем единственная особая точка (на всей плоскости) и что 
правые части рассматриваемых уравнений определены и непрерывны 
во всей плоскости и удовлетворяют условию Липшица во всякой 
ограниченной области этой плоскости.

Прежде всего докажем следующую лемму.
Лемма 1. Пусть дана система уравнений (1),

где Ь = — 1, а = 1, 
если:
1) вне отрезков [£>3, оси х и [Р2, оси у, заключающих на себе 
особую точку .V = у = 0 соответственно. х/(х) <■ 0, уу(у) С 0, причем 
во втором соотношении равенство не может выполняться одновремен­
но для двух симметричных значений аргумента относительно осн х; 
2) существует х^>0 такое, что /(х)^пн‘п(—(12, — для х>х, где 
</2, (Ц, соответственно, расстояние точек О2. от начала координат;

3) сущест вует у такое, что — <р(у) > , когда у > у, — ®(^) >

когда у<^— у, где е/։, б/3, соответственно, расстояния точек О։, О3 
от начала координат;
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4) вир/(х) > /V = шах(//, у), где у наименьшее значение /С[О,,оо),  
— ОО < Л' < О

*

* Выражение .интегральная (—ые) кривая (—ые)։ сокращенно будем обо­значать через и/к.

удовлетворяющее уравнению х 4-?(1/) = О, если уравнение *4-<?(։/)=о  

имеет решение; в противном случае в качестве /V достаточно выбрать у, 

5)Дп([ ~ <?(#)] "С. ~ А'« где —х — наибольшее из значений х£ ( — оо,0). 
— ос <у <0

удовлетворяющих уравнению /(х) — Л = 0;
6) п։Ц/։х)) < — у,  где — у  — наибольшее из значений у£ ( — оо, 0), 

0<х<®
* *

У

Фиг. I
удовлетворяющих уравнению — х 4- <р(у) = 0;
7) зир[— д/) )> х.  где х  — наименьшее значение х £ (0» оо), удовлеворя-* *0 - у < оо Я
ющее уравнению [(х) 4֊ у*  = 0;

Р(х- 'у\) 
^(х,-\у\)

Р(х, |։/|)- п’ то ДДя систем (2) можно построить ։ \ г։ | у,)
такую замкнутую кривую, которую все и/к*  пересекают снаружи
внутрь при возрастании /.

Для доказательства леммы, принимая точку Л(—х,М) изоклины 
бесконечности за исходную, проведем отрезки АЬ, ЬР, РЕ и прямую 
У = Уе (фиг. 1.). Если прямая у = уЕ пересекает изоклину бесконеч­
ности в точке А или ее точка пересечения <2 по изоклине ближе к 
точке х = у = 0, чем точка А, то искомая замкнутая кривая построена. 
Если же прямая у = уЕ не пересекается с изоклиной бесконечности 
или ее точка пересечения дальше от точки х = у = 0, чем точка А, 
то из точки А проводим и/к в сторону убывания /. При этом продол-
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жении мы рассматриваем тот случай, когда и/к, не пересекаясь ни с 
прямой у = Уе, ни с отрезком ЕР, достигает положительной полуоси 
ох в некоторой точке С (так как в противном случае искомая кривая 
построена). Отображая фигуру А1АВС (фиг. 1) относительно оси х, 
доказывается, что полученная замкнутая кривая АВСВ'А'А — искомая.

Замечание. Легко видеть, что при х*̂>х  достаточно требовать 
— А А д

выполнение условия 2) на [х,х+], условия 3) на [у, «/]. [—у,—у], где 
А

у наименьшее значение у£ [г/.։,оо), удовлетворяющее уравнению х* + 
4-?(У) = 0, а в противном случае (если х*<^х)  мы получаем тот слу- 

А
чай, когда у<Ы и при построении искомой кривой условия 2), 3) 
не используются.

Заметим также, что выполнения условия 1) достаточно, соответ­
ственно, на отрезках

[— х,—б/3], [Ор х*];  [—у*֊4 2\, [(!< у].
Легко проверить, что заменой х на—х, / на — / к лемме 1 при­

водится
Лемма 2. Если выполняются условия:

I) х/(х)>0, Ут(и)>®, соответственно, вне отрезков [О3, О։[ оси х и 
О2, О.։] оси у, заключающих на себе особую точку х = у = 0, причем; 
во втором соотношении равенство не может выполняться одновремен­
но для двух симметричных значений аргумента относительно оси V, 
(2) существует х>0 такое, что /(х)^гтп(—г/2,—б/<), когда х<—х 
где расстояние, соответственно точек О2, от начала коор­
динат; 

*
3) существует у>0 такое, что — <?(у)^ — с13, когда у> у,—у(у)> (1Х, 

когда у< — у, где с11, (13 расстояние, соответственно точек £>3 от 
начала координат;

4) эир/(х) Л/= тах(у, у), где у наименьшее значение у£[б/о оо), 
о<х< оо

удовлетворяющее уравнению — х + ?(у) = 0, если это уравнение имеет 

решение; в противном случае в качестве N достаточно выбрать у;

5) snp[—<р!у^]> х, где х наименьшее значение х£(0, oo),J удовлетворя- 
—00 <_у < О

ющее уравнению fix) — N — 0;
6) Jnf[/(x)] < — у,  где —у  наименьшее значение у£( — °°. °), удов- 

С — ОО < X <. О
* *

летворяющее уравнению хЧ-??(у)=О;
7) inf[ — ?(у)]< — х,  где —х  наибольшее значение х£(—оо, 0), 

0<2v<oo
* *

Удовлетворяющее уравнению х + с(у) = 0;
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8) X X » ТО можно построить замкнутую кривую,
Ф(х,—|{/|) ф(х, 11/1

содержащую особую точку и, пересекаемую при возрастании / и/к си 
стемы уравнений (I) только изнутри к наружи.

Замечание. Легко видеть, что при — х*  < — х достаточно выпол- 

нение условия 2 на [ - г*, — х] и условия 3 на [у, //], [ — у,—у], где 
у наименьшее значение у. удовлетворяющее уравнению — х*  4- у(у)= 0. 

_ А
При — х*>  —х получаем тот случай, когда при построении
искомой кривой условия 2,3 не используются.

Ниже мы будем пользоваться обозначениями:

•г,, yi, у<, х,, у,,

причем при нечетном и четном i эти величины являются величинами 
— — ~ А
г, У. У, **>  У. соответственно, лемм 7,2.

Некоторые точки на полуосях обозначим через D* {\ индекс сверху 
обозначает полуось, причем нумерация ведется по часовой стрелке, 
начиная с положительной полуоси ох, а снизу — номер точки на по­
луосях в порядке возрастания расстояния точек от начала координат. 
Доказанные леммы позволяют сформулировать следующую теорему.

Теорема 1. Пусть дана система уравнений (1) и в некоторой 
окрестности начала координат изоклины нуля и бесконечности рас­
положены, соответственно, в квадрантах II, IV и 1, III; если существуют 
4п точек D*;  k = I, 2, 3, 4; ։ = 1, 2...п таких, что для каждого нечет­
ного номера т выполняются условия 1—7 леммы /, при т<ин 
х,\>х/ *)  в следующих предположениях:

а) 6» , <.) <=1Л, |](Ут, Ул.) Drn+l). 1-Ул.,-у«)С[От+1Д|.
6) условия 4—7 выполняются, соответственно, на отрезках

PU,. оу. oyPUJ. РУО1+1);
условия 3 на отрезках

PUv *>У.  (£>!,. D>,+։],
а после каждого четного номера / выполняются условия'1—8 леммы 2, 
причем при /<п и — xj< —д-. в следующих предположениях:

в) I- 4֊ЯаРж> °->- I»- I ֊ У). - УЛаРж. О}],
г) условия 4—7 выполняются, соответственно, на отрезках

р;. р;+>. °’։]. р?*»  р?>
условие 8 выполняется на отрезках (предполагая, что / принимает и

— А') При х*  <хт приходим к случаю ,у<М (фиг. 1). что и обеспечивает воз 
ГПмощность построения замкнутой кривой.

156



значения о и D =0): [DJ+|. О‘], [Dj, DJn], то система (1) имеет не 
менее п предельных циклон.

Из теоремы 1 при п — 1, как следствие, вытекает
Теорема 1-а. Пусть в некоторой окрестности начала координат изо­

клины нуля и бесконечности расположены, соответственно, в квадран­
тах П, IV и I. Ill и f(z), ?(z) ֊> ± оо, когда z-> ч оо; если на неко­
тором отрезке оси х, содержащем на себе особую точку х = у — 0> 
выполняется условие

F(x, — | У\)_ . F(x,\y\)
Ф(Х,— I </1) ' Ф(х, I yh ’

а вне этого или некоторого другого отрезка выполнятся ю же со­
отношение с обратным знаком, то система (I) имеет по крайней мере 
один предельный цикл.

Существование не менее произвольною числа предельных циклов 
можно доказать и для некоторых частных видов системы (1), так, 
например, верна

Теорема 2. Пусть дана система уравнений 
с!х . т/т/ . .= }(х) — у, = <р(л), (3)

если
1) /(х) непрерывная функция и в некоторой окрестности начала ко­
ординат xf(x)>0;
2) существуют числа xj,/. >0. / = 1, 2,...л, lk<^xk<iJk t при 

ln<Zxn, такие, что при каждом нечетном i /(х)<3'2, когда 
/,< х < х.  f(x) > 3', когда — х; <х < — //; при каждом четном i 
/(х)>3{, когда //<x<xj, /(х)<3‘, когда — х’<х< — h;

*

3) ?(х) непрерывная функция х?(х)>0, х ¥= 0;

f ?(x)dx > Я., ( y(x)dx > Hi, где
tJ V
-6 h

= V V Ki = — . 3' = 3։ —3', 3‘ = max(|3{|, |o‘|),
zi Л/ / ’ •/

.VI' = max(/W’„ M'): Aft = sup/(x). — Af ‘ = inf[/(x)| при нечетном /; 
0<х</ —/<х<0

— М'inf[/(x)], Af'2 = sup/(x) при четном т;
—/<х<0

.V' = тах(№. Л/0, М = ^ирср(л), W, =inf(<j>). то система <1) имеет не 
0<х</, —/<х<0

менее п предельных циклов.
Заметим, что системе (3) соответствует уравнение нелинейною 

.Г г»
колебания (2) и если /(л) = — jg(x)dv и <р(х) удовлетворяют уело- 

о
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влям теоремы 2, то уравнение (2) имеет не менее и (п указанное в 
теореме 2 число) предельных циклов.

В заключение искренне благодарю моего учителя профессора 
В. В. Немыцкого, под руководством которого выполнена настоящая 
работа. IЛенинакзнекий государственный педагогический институт им. М. Налбандяна

Ս. Ա. ՄԱՐԿՈՍՅԱՆ

ршГф սահմանային <>|>Ч|Ьр|> գոյության |*шЦшршр  и|шjiTuiGGbр

Մեկից ավելի սահմանային ց ի կ / եր ի դոյության պայմաններ ըերված 
է ան րնե րո ւմ յ ինչպես Օրինակ' 1—3/

ա ակնա ր կում ui/rj ^արցր րննարկում է

են մի

^-= |/(x) + ЭДФ(х, у), 
ul

~-~\ax t- <?(y)]F(x, y) 
at

(H
(a, ծ = ± 1)

Լաէյ աս ա րումն ե ը ի սիստեմի համարք Ենթադրվում էք որ X — I/ «= 0 կետը 
համար միակ ևդական կետն Հ և որ աոաջին հավասարումների ա9 մասերը ( 1 ) и ի и սւե մ ի 

րավ արարում
են ւ ո ւծ մ ան դ ո յութ յան ե մ ի սւ կ ո ւ թ յ ան պ ա յ մ անն ե ր ի ն է

Այս ակնարկի հիմնական թեորեմայում (թեորեմ է) ըերվում են (1) սիստեմի 
նախապես տված) ցանկացած թվով սահմանային ց ի կ յե ր ի դոյության րտվարար պայման­
ներ։ Հի մնա էլան թեորեմից որպես տետևանր ստտցվու մ է հետև յա յ թեորեմը' ( է) սիուոեմի 
դոնե մեկ սահմանային ՚յիկ[ի դոյության վերւսրերյալ:

Թեորեմ !• *եիցօւկ  X =Լ У 0 ե դա կան էլետ I' «Դ որոշ 
h у =z bf(x} կոր^րր դտնվում են հ ա մա պատա иխան ար ար "ծ*րդք  
ոոր դնե րում և ք(%), Չէ-?) ֊*  + X յ ե րր Z -► ± ՕՕ / եթե X = У = 
պարունակոդ X ա ո ան ց ր ի մի որևէ հատվածի վրա տևդի ունի

մե րձակայ րում X 
!~րդ է՛ 1-ի*ե / 3“ՐՂ 0 եդակտն կետը իր վրա

— |yl) ֊ x /ՀյԱւվլФ(х.-Ы) Ф(х.Ы).
պայմանը, իսկ այդ հատվածից կամ այդ հատվածն իր մեջ պարունակոդ մի որևԼ այք 
հատվածից դուրս տեդի ուն ի նույն առնչությունը հակառակ նչտնով, ապա (է) սիստեմը 
ունի դոնե մեկ սահմ անա յ ին ցիկ[1

Ակնարկում ըեըվում են նաև ոչ դծային տատանման

X + g(x X + <?(x) <= 0 (2)
հավասարման, ոչ պակաս րան ցանկացած թվովէ սահւքանային ց ի կլե ր ի դ ոյՈւթ յան պայ*  
մաններք ^իսէարկեյով (*)  հավասարմանր համադոր

.է
= f<x) — y՝> '^(x> I /(x) = — ( g(x)dx \ (3)

at at Է | Io 
սիստեմը ապացուցվում է հետև յա/ թեորեմը/

Թեորե if մ, էիիցուկ տված է 3) սիստեմը, եթե

l(X) անընդհատ ֆունկցիա Լ և X = 1/ = 0 կետի մի որևէ մ ե րձակա յրում Xf(X) . > Oj2) Գ„,ո< (Jjn.'l. ռնեն ?/։ > ?Հ; X*.  it > 0, (i =• 1,2...ո) /Հ.< x[ < lff+i էրր k Հ Ո', I „ Հ X ‘
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p՛/ևր այնպիսին է որ յ ու ր ա րան չ յո ւ ր կենտ / թ.[Ւ « ut d ա ր /(*)  < Ц, Lrp l(< X < Xh 
է,ր1*  — Xi < X Հ՝ — Հ Հ"!-րաքանչյուր ղույղ I թ ւք [• համար , երր

li<X < X*  f(X) < Նշ, երր —Х^<Х<—1-3| <р(Х) անրՆղհատ ֆոԼնկցիա Է, X<f(x) >0, X^O;
—x*

<f(x)dx > Ht ,

~li Կ
<f(x)dx > /Л տԼրյ

1 / . № _ \2 6/
Hi = ~2\Ml + кГ +ծ։) * K> = 77 ’8' =ծւ*՜ ծշ *' = тах(|Ц |,|ծ'21).

Ml = тах(Л1|, М2); Л1« = supf(x),—Л4'2 = inf(/(x)| '0<х<// —/;<х<0
кРР ' 1{ենտ Է; ---  М\ = tnf\f(x}], М2 = supf(x) երր i զոլյէք Հր0<X</,. —/у<Х<.0

N‘= max(/V|, Л/շ), M = supyU), Nl2 = inf^(x), 0<x</,. -/;<X<0(3) ufiuuibifp ունքւ ոչ պակաս ր ան fl и ա հ if ան ա յ {էն քյէկք:

J1 ИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿ ԱՆՈՒՈՅ II ԻՆ
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