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МАТЕМАТИКА

И. С. Саргсян

Теоремы о суммировании производных разложений в обычный 
и обобщенный интеграл Фурье

(Представлено А. Л- Шагинянлм 3.IV.1956)

1. В опубликованной ранее работе (') нами были доказаны тео­
ремы о равной суммируемости производных разложения функции с 
интегрируемым квадратом по собственным функциям оператора Штур­
ма-Лиувилля и разложения в обычный интеграл Фурье по косинусам. 
Из этих теорем можно получить теоремы суммирования производных 
разложения по собственным функциям оператора Штурма-Лиувилля 
к значению соответствующих производных функций. Для этого необ­
ходимо иметь соответствующие теоремы суммирования производных 
разложения в обычный интеграл Фурье. В связи с этим, в работе ()  
мы сформулировали теорему (см. теорему 5) о суммировании по методу 
Чезаро первой производной обычного ряда Фурье. Однако, по нашей 
вине, в формулировке этой теоремы содержится ошибка.

*

* Эта теорема более общая, чем теорема Л. Фенера-А. Лебега.
** Из доказательства будет видно, что теорема верна и при предположении, 

что х0—точка Лебега функции [ (х).

В настоящей заметке мы докажем теоремы о суммировании про­
изводных разложения в обычный интеграл Фурье и в силу теорем 4 
и 7 работы I1) сформулируем соответствующие теоремы о суммиро­
вании по методу М. Рисса производных разложения по собственным 
функциям оператора Штурма-Лиувилля.

2. Относительно суммирования первой производной обычного 
ряда Фурье известна теорема Л. Фейера-А. Лебега (см., например, 
I2]). При помощи метода Б. М. Левитана дадим новое доказательство 
этой теоремы.

Теорема 1*.  Пусть означает обычный ряд Фурье функ­
ции [(х). Ряд суммируем по методу М. Рисса первого по­
рядка к значению /'(х0), если в точке х0 удовлетворяются следу­
ющие условия: 1) в некоторой окрестности точки х0/'(х) сущест­
вует и суммируема] 2) в точке х0['(х) — непрерывна**.

Доказательство. Пусть Г(х) существует и суммируема в 
интервале (х0 — о, х0 -|- о), (й>0). Далее, пусть (/я(х)} — последова­
тельность гладких функций, определенных на интервале (0,2—) и схо-
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дящихся в Среднем к функции /(л). В силу гладкости функций /л(х) 
имеем

ОО

f„(x) = VlaiT’cosfex 4- b^sinkx},
Л-0

(n-= 1, 2, • . •),

где а* я> и b(Z” коэффициенты Фурье функции fn(x), причем ряды (1)
сходятся равномерно.

Пусть / произвольное действительное число |/|<о/2. Тогда из 
(1) следует

00

֊֊ {fn(x 4-0 + fn(x — 0} = a^coskx 4֊ b(”’sinfex)cos/?C (л= 1. 2, • • •)

(2)
Обозначим через g։(/) функцию, удовлетворяющую следующим

условиям:
1) gc(O четна, т. е. £«(—/) = £.(/),
2) gi(t) обращается в нуль вне интервала ( -е. е),
3) gt(t) имеет непрерывную вторую производную.
Пусть Фе (р) cos — преобразование Фурье функции gt (t), т. е.

Е
*-MlO=Jg« (Ocospftf/. 

о
(3)

В силу условия 3 при р -► оо имеет место оценка

'Мн) = 0{֊t )• (4)

Помножим обе части равенства (2) на g (() и проинтегрируем по 
/ от 0 до е. Тогда в силу (3), получим

« 00

Н-I { fn(x 4-0 + in(x /) }gt (t)dt = v {a^cosfcx 4- b№\nkx}tyt(k),
1

(П= I. 2, . . J. (5)

Введем обозначения:

Sn(x, p) (n — 1, 2, • • •).

Тогда равенства (5) примут вид.
00

Ф, (p)^s„( X, р) = {fn(x + 0 + fn{x — /)}£,
— с© о

16)
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Сходимость последовательности (/я(х)} к /(х) позволяет перейти 
к пределу под знаком интеграла в правой части (6), а оценка (4) 
обеспечивает сходимость последовательности {5л(х, р) к функции

8(х, р) = V [а/гсоькх + Ь^п/гх),
*<н

где а*  и Ьк коэффициенты Фурье функции /(х). Итак, переходя к 
пределу в равенстве (6), получим

•^(р)с/и5(х, р) =
с

{/(*  + /)4֊/(х —/)]£, (/)<*/. (7)

Дифференцируя равенство (7) по х для х£(х0 —6 2, х0 4- 6/2), находим
□о

Сх Л

О* О

Положим
£

и) = у{/Д^ + О + Л(х — 0}созр^. (9)

I 0
В силу равенства Парсеваля для обычных интегралов Фурье из (3) 
и (9) следует

I ОС

( {/х(х/) 4֊ /г(х — /)}£, (/)Л = — ( а(х, р)'Мр)4р. (10)
I ~ 1I о о

Из (8) и (10) и четности функций а(х, р) и (р) следует

°? и-
1 ~ I <*(Х, у)^у1=0. (11)

их
■
Вьсилу определений функций 3(х, р) и а(х, р), при а->» справедли­
вы оценки:

! 1дЗ(х, р)| / ч V/ 1С 1
I V I V а(х, у)^у =о(1). (12)
| а [ 1 -у '
В силу оценок (12) применима одна тауберова теорема В. М. Леви­
тана (см. теорему 3.2.2 работы [3]), согласно которой из формулы 
(11) следует, что средние по М. Риссу первого порядка функции

^(х, р) 
дх

И
I а(х, у)<Уу

о
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стремятся к нулю равномерно в интервале (х0 — 3/2, х03/2), т. е.

или

Для доказательства теоремы необходимо доказать справедливость 
равенства: 

И
• ։ Г*  / V2 \

— Пт 1 — -7 а(х0, у)<Ь = /'(х0).
4‘ и-►••.՛ I1 / 

о .

В силу определения функции а(х, V), мы имеем

Меняя

— /)]СО5У/б/МсЬ.

о о

порядок интегрирования, получим
И
R1՜֊-՝

\ И' ;

и
/ 1 са (х0. у)4у = —

О

V \
Т СО*У/^У  Л.
V- )

(13)

Как известно (см. [*],  стр. 234),

о

соьу/Л = р 1з/№ 
(р/)7’

(14)

Тогда из (13) и (14) мы получим

Преобразуем интеграл в правой части (15) следующим образом:

о

2

И

о

о
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(1Ь>

Заменой переменной в интегралах 
ведем его к виду:

правой части равенства (16) при-

Аг. (17)

Оценим при больших р первый интеграл в правой части (17).
Обозначим через я произвольное положительное число и поло 

жим

+ х» - у) -2/'(х°> = '■ + '=•
(18)

В силу непрерывности функции [(х) в точке х0, каково бы ни 
было число о>О, можно подобрать число р0 настолько большим, что 
для всех р > р0 будет выполняться неравенство

1Л1<։/2- (19)

С другой стороны, выбрав а достаточно большим, мы добсмься 
неравенства

I /21 < 3/2. (20)

Из оценок (19) и (20) и произвольности числа о следует равенство

о

(21)

Переходя в равенстве (16) к пределу, в силу (21). получим
р. __ ОО

р’И* ’' ’>л=2|/ 

о о

(22)

Согласно известной формуле (см. (6), стр. 428)
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з г'։ 
о

что с (22) дает равенство

— Нт 7Г р2 1(аА°
о

чем и доказывается теорема.
В силу эквивалентности методов суммирования первого порядка 

по Чезаро и М. Риссу, из доказанной теоремы следует теорема Л. 
Фейера-А. Лебега.

В точности таким же образом доказывается.
Теорема 2. Ряд Т {/(%)} суммируем по М. Риссу к-го по­

рядка к значению Г՝к\х) в точке х0, если удовлетворяются следу­
ющие условия:

1) в некоторой окрестности точки х0[к](х) существует и сум­
мируема.

2) в точке х0[(к>(х) непрерывна.
Нетрудно видеть из доказательства, что теоремы 1 и 2 при тех 

же предположениях верны и для обычных интегралов Фурье.
Приведем формулировку этих теорем для любой производной.
Теорема 3. Пусть выполнены следующие условия:
I) [(х) а^г(0, эд),
2) в некоторой окрестности точки х0/{к}(х) существует и сум­

мируема-,
3) в точке х0[ '\х) непрерывна.
Тогда производная й-го порядка разложения функции [(х) в 

обычный интеграл Фурье в точке х0 суммируема по М. Риссу й-го 
порядка к значению

3. Рассмотрим задачу:

У" + {А — у(х)]у = О, (I)
1/(0)= 1, 1/40) = 0. (II)

Предположим, что функция </(х) действительна, определена на 
полупрямой (0, ао) и суммируема в каждом конечном интервале. 
Далее, предположим, что спектр задачи (I)—(II) неотрицателен. Пусть 
л = р2, (>/>0). Обозначим через <р(х, р) решение уравнения (I), удов­
летворяющее начальным условиям (II).

В работе (*)  нами была доказана следующая теорема о равной 
суммируемости производных разложения функции с интегрируемым 
квадратом по собственным функциям задачи (I) ֊(11) и разложения в 
обычный интеграл Фурье:
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Теорема 4. Если функция д'՝х) в каждом конечном интервале 
имеет суммируемую к-ю производную и /(х)сМО, <ю ), то равно­
мерно в каждом конечном интервале имеет место равенство

I дь3(х, V) Ժ*Տ*(*,  м) 
( д дхк 

где функции 5(х, ц) и 5*(х,  |а), соответственно, разложения функ­
ции [(х՝) в обобщенный интеграл Фурье и в обычный интеграл 
Фурье.

Из теорем 3 и 4 следует следующая
Теорема 5. Пусть функция д(х) в каждом конечном интервале 

имеет суммируемую к-ю производную и выполнены следующие ус­
ловия:

1) >),*
2) в некоторой окрестности точки х0^\х) существует и сум­

мируема,
3) в точке х0[{к՝(х) непрерывна.
Тогда производная к-го порядка разложения функции [(х) по 

собственным, функция ч. оператора Штурма-Лиувилля в точке 
суммируема по методу М. Рисса к-го порядка к значению С\х9).

В заключение искренне благодарю моего учителя проф. Б. М. 
Левитана, под руководством которого выполнена настоящая работа.
Московский государственный университет

им. М. В. Ломоносова

Ի. Ս. ՍԱՐԴՍՅԱՆ

(«Т'ЬпрЬИ*шИЬр  քսւո Н>1>1 Р!Ь Iв սովորական և բնդհ ան р աց р ած ինտեգրալների
է|եբ|ւււ_ծէ1ւ_թյււլ_ննհրի ածանցյալների բնցհան ր ացրած գոււքարների մ՛ասին

Հողվածում ապացուցվում են թեորեմաներ ըսա Ֆուրյեի սովորական ինաեղրայ֊ 
հերի վերլուծության ածանցյալների րն ղ հ ան ր ա ց ր ած գումարների մասին։ Այնուհեաե , 
/ աշքսաաանրի 7 թեորեմայի հիման վրա ապացուցվում է հեաևյալ թեորեման*

Թեորեմա- Դիտարկենք հետևյալ իւհցիրլՐ

У՛' + {\-ч(х)}у = 09
И0) = ։» ւ/40) = о, 

։ւ»|ւ հանաքս ահւ|ա(ւում եհ Շտուրմ֊ Լիոււքիլլի իւհրլիր:

(1)
(2)

у(х) ֆունկցիան ամեն մի վերջաւոր իհտերվալում ունի նահրացումարեյի £-րրյ 
կարցի ածանցյալ և տեցի ունեն նետնյաք պայմանները'

։) ք(^)^^շ(Օք & )ք 
« 1

-) '^օ ^րևէ Շ1*9 սւ 1յայք։ւ ւմ ք ^(х) ցոյություն ուհի և հահրազումարե|ի Լ*
3) Хо կետում ք (X) ահրնրյհատ Լ»
ապա ք(X) ֆուհկցիայի ըստ Շտп ւ րմ> 1.|աւ ւ|ի| ||ւ Օպերատորի սեփական ֆուհկցիահերի 

յերլուծուբյահ /?-ոյ ածանցյալի 1Г. (Ւիսսի А-րղ կարցի |ւհւ| հա հրացրած զումարթ х0 կետում 

հաւ|ւււււար Լ 1{է>(^)-
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