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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Р. С. Минасян

Об одном решении задачи Дирихле 
для некоторых полигональных областей

(Представтено А. Л. Шагиняном 24.1.1955)

В теплопроводности, теории упругости и т. п. нередко прихо
дится сталкиваться с необходимостью решения задачи Дирихле в по
лигональных областях, образующих прямые углы. Попытка построе
ния эффективного решения задачи кручения призматических стерж
ней с полигональным поперечным сечением была дана в работе 
А. С. БоженкоС). Однако в последней задача сводится к нерегуляр
ной бесконечной системе линейных уравнений, что не дает возмож
ности получения решений этой системы.

Эффективное решение задачи кручения призматических стерж-
ней с поперечным сечением в виде уголка было дано Н. X. Арутю
няном (*), предложившим метод наложения вспомогательных функций. 
Сущность этого метода заключается в том, что продолжением сторон 
область уголка разбивается на два пересекающихся прямоугольника. 
В каждом из них решение ищется в виде суммы двух функций, одна 
из которых (вспомогательная) определена в пересечении областей 
и удовлетворяет условиям гладкости внутри данного прямоугольника 
и условиям сопряжения на линии раздела. Посредством наложения 
вспомогательных функций удается свести задачу, решение которой 
ищется в виде ряда Фурье, к вполне регулярной бесконечной системе 
линейных уравнений. Дальнейшее развитие этого метода было дано 
в работах (зл). С помощью этого метода, а также его дальнейшего 
развития, были решены различные краевые задачи для ряда областей, 
в основном имеющих одну или две оси симметрии. Построение же 
решения в несимметричных областях или в случае несимметричных 
граничных условий посредством метода наложения приводит к до
вольно большому числу разбиений и вспомогательных функций.

В настоящей заметке дается упрощенный способ решения задачи 
Дирихле для полигональной области довольно общего вида путем ее
разбиения на минимальное число прямо 
рых ищется в виде рядов Фурье.

Пусть функция б/(х, у) удо 
фиг. I, уравнению

азанной на

решение в кото-

193



дЮ
= <?(*, У) (I)

и граничным условиям

д*и 
(>Х8

^(0, У) = Тп(у), 1У(Ь0, у) = Т(у)-

Щс, у) = ТМ, и(с±Ь, у)=Т2(у)-, 
(4>=^^о + <0 (2)

4/(с —сг у) = Т3(у)-
и(Ь. + с — с՝, у) = Тк(у);

(У > <. 4֊ <0
и(х, 0) = 50(х);

Г/(х, 40) = 5(х); С/(х, 40 4֊ 4) = 5։(х);
и(х, б/0 + <УЧ- б/։) = 52(х);
(при х < с и х>с + 6)

' ду2

Относительно функции С}(х, у) предполагаем, что она суммируема, 
что касается граничных функций £/(х) и Т{(у/, то предполагаем, что 
они кусочно непрерывны и почти всюду обладают суммируемой про
изводной.

Для построения решения разобьем рассматриваемую область 
прямыми у — 40 и у = 4п + 4 на три прямоугольника и представим 
функцию в виде

^(х. У) =
и^х. У)

У)

У)

при 

при у г/0 4- 4, 
при у>4{)~\֊4.

(3)

Функции и{(х, у) удовлетворяют уравнению (1), соответствую-
щим граничным условиям 
ниях раздела:

(2). а также условиям сопряжения на ли-

։(л» ^о) — ^2(х, I г(х, 40 4՜ 4) — б^3(х, 40 4՜ 4)\

У) дЦ2(х. у)
у^. дУ у^՝

дЦ2(х. у) 
оу

(4)

Следуя идее I . А. I ринберга (5), ищем функцию У}(х, у) так же, 
как и при однородных граничных условиях:

оо
Ц(С У) =^УД(л)51Па^, 

к I
(5)

где

4/1, > I ь[х) — 
“о

2
Я՜ и\(х’ У)^плцу4у.

ии

о^з(х, у) |
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Для определения Л(х) умножим оператор Лапласа от функции 
2

{/,(х, у) на -г- $\пт.кус!у и, проинтегрировав от 0 до <10, получим, при- 
“о

нимая во внимание (1) и (2),

( Мх) — аУк(х) — ֊^г[( — 1)*5(х)֊ 50(х)] = ^- р?(х, ։/)81паЛ£/б/։/_ (6)

О

Здесь через 5(х) обозначено граничное значение функции (^(х, у),
заданное на отрезках [0, с], [с + Ь, 60] и неизвестное в (с, с -+֊ Ь).

Решая уравнение (6), а также удовлетворяя граничным условиям, 
ля Д(х) получим следующее выражение:

; _ 25ЬаД60 —X)
'к[х)~ Т0(у)ьтаку(1у — I

О о

Ь,

«л
\О(/, уыпъ.ку<1у зЬт.к((1( .-|-

(1,

2зЬалх 
^511 а* 60

4„
1 Т(у)ь'тгкус1у —

о

I [(— !)*$(/) — 5о(О+т֊ 1<2(Л у)ы\гку(1у 811аД60
) а* .) 1

— 1)сИ • (7)

о

и о

Представим далее функции и2(х, у) и (73(х, у) в виде 
Фурье:

рядов

оо Оо
у) = ^к(х)$1пЫУ - </0); 4/3(х, у) = (19 - </), (8)

Л-1 Л-1

где

= ^)51ПрЛ(4/ (10)с1у,

«/0+а+<^ ,
2 СШ)= -т- из(х,у^\щх (у — с!п — (1)(1у.

*и+<1

Поступая аналогично предыдущему и принимая во внимание пер- 
1 вую группу условий (4), для ©*(х) и Ф*(х) получим дифференциальные 
Уравнения:

П(х) — г^к(х) —
и

^К — 7)*5։(х) 5(х)]=-у ^(х.у+^&пМЖ/, 

и
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а,
2^)t
с1

О

Здесь через З^х) обозначено значение £7(х, -Н) е п
[с֊с1։ Ь^с- с։].

Решая уравнения (9) и удовлетворяя соответствующим гранич 
ным условиям, для Фй(х) и <р*(х) будем иметь

25ЬМ>Ч֊с — *)
=-------лйр------

2зЬр*(х -- с) 
б/зИ^Ь

+ зНрЛ(6 + с — /)(//>■ •

'Ы-*) =
2$Ь7*(6։ 4֊ с — с, — х)

б^зЬ*^/^

<6 •

\т3(у + а0 -р 4)з։гп* уЛу —

4,

— ((1(1, У + 4֊ с1)5\^^у эЬ^х
7* Л

О

Т^у 4- Ло 4- сТ^тц^у —
I и

£։ + с-с։

[ |\-1)։52(0-3,(0 + 41|2</՛ » + «'.+
<7 • /
X О

+ й^'\п-\^у зИ-р^б, + с — с։ — ()сИ\ •

Для определения в промежутке (с, с 4֊ Ь) значений функций $(х)- 
и 5։(х), входящих в выражения (7) и (10), следует выполнить вторую 
группу условий сопряжения (4). Отметим при этом, что вид выраже
ний (7) и (10), очевидно, не зависит от характера второй группы ус՜ 
ловий (4) и остается неизменным при различных условиях сопряжения-
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Заметим далее следующее: вследствие неоднородности гранич
ных условий для у) ряд (5) представляет решение внутри об- 
.-.асти «/О0. 0 < х и, как известно (5), обладает слабой сходи

мостью, — члены его убывают со скоростью ֊—•

Усилим сходимость ряда (5). Для этого выделим из С\(х, у) вы
ражение

|/,(х. г/)=р֊Х'130(х) + ^-ЭД, (Н)

принимающее соответственно значения 80(х) и 8(х) на линиях */ = 0 
и При этом в точках разрыва функций 80(х) и 8(х) берется 
среднеарифметическое их значений слева и справа. Разлагая функцию 
К։(х, у) в ряд по эта*#, прибавим и вычтем ее из (5). Будем иметь:

ОС

^։(х. у} = ( 1 - ֊- 180(х) 4- -у- 8(х) 4- УЛ(х)51паЛ//.
\ “о ' “о “

Л-1

(12)

Ряд в правой части выражения (12) обладает усиленной сходи
мостью: члены его

/2(х) = /л(х)— 50<х) — ( — 1 )։5(х|

убывают в точках разрыва производной со скоростью

(13)

точках

же непрерывности производной — со скоростью

Поступая аналогично с £/2(х, у) и (/3(х, у), будем иметь:
ОО

(/2(х, у) = I 1-----У - 18(х) 4- ֊У-\Г~ 51(х) + — ^о)’ (14 >
4 Л-1

^з(х, у) = ( 1 — У ~ 82(х) 4-

2

в

ОО

+ — (10 — с/).
Л-1

Здесь

=?»М — -о 8(х)-(-1)*81(х) ,

ф1(х) = ֊ $.(*)-(-1)‘5,(х) .

Удовлетворим теперь второй группе условий сопряжения.

(15)

Со-
(4), в промежутке (с, с 4֊ Ь) имеем
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5V_ (х). (16
**п 

I-։ /-1

2 ՝ ь-
Обе части уравнения (16) умножим на 81пол(х—с)с1х, где

и проинтегрируем в пределах от с до с + Ь. При этом, в силу того 
что ряды, входящие в (16), абсолютно сходятся внутри {с,с + Ь), воз 
можна перестановка знаков суммы и интеграла.

Определим значения интегралов, входящих под знак сумм. При 
нимая во внимание (13) и интегрируя по частям, а также использу! 
дифференциальное уравнение (6), после приведения получим:

| [,(х)8то*(х — с)(1

^\(2(х, у)йп^ уЛу зтол(х 
Ьк и □

2Ък

с)б/х. (17
о

Подобным образом находим выражение для
с+ь ■

Ф/’(х)Я118*(х-с)(1х.

Подставив полученные выражения в (16), а также принимая в 
внимание граничные условия для <р*(х) и производя суммирование 
после преобразований придем к следующему соотношению

<2* =
ЗИ ''^С10

8ЬМ<*о + 4) Ь (с) -Ь

(18

Здесь обозначено

ак = с)дх; 2* = с)(1х:,
Г

= _____ 2_____
(б/0 с1)

с1,

50(х)— ~ I <2(х,у)$Ъъ^у 81по*(х — с)(1х +
О

Л(у) — (—1)*Л(1/) —-Л ( (?(х11/)81поЛ(х - 
Л
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— с^х -Но— У)4у . (19)

Аналогичным образом получаем

= ^ц>֊ГГ-Г
2$ЬоЛб/ у 

ь
1-\

(20)

Здесь

’* ~ Ь^М^+<1,)

а,

о*

1)АЛ(У)֊

— с)(1х ъЪ^у (10)с1у 4֊ 1 $2(Х)

| $(х,у 4 а0 4- 4)5Ь8а(<*։ — УМУ 51пЗа(х —с)г/х . 

п I
(21)

В свою очередь значения коэффициентов /*(с), /4^4^)» фл(с) и
4- Ь), согласно (7) и (10), определятся из следующих соотно

шений:

2(—1)*+15ЬаАс у аД 
(/0$ЬаД0 3/ 4- ак

։-1

5(1аЛ (д0 — с) —

(— I)' бЬл* (60 - Ь с) 4- рь ,

/ь(с 4՜ Ь) —
2(- ^+}5Ык(Ьп-Ь-С) у О/З/ 

б/511аЛ6 - 3/+
/-։

— (— 1/ 4-с) 4-^. (221

У

О

Ы<0 =

Ф*(с) =
2&Ь7аС1 у

^։5Ь7а&։ 8/4- 7*
/-1

1)/8Ь7*(61 -Ь-с^эЬ-^! — с։) — (

.^(с 4֊ Ь) = 25117<Г(61 —/? — <?;) 
с/։зЬ7дг61

ОО

V
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Здесь через Рк, ёк, гк, 5к обозначены те части выражений (7) и 
(10), которые содержат заданные функции 5,(х), Т/ (£/) и $(х, у) И։ 
как легко видеть, ограничены в своей совокупности, согласно пред
положениям относительно функций \ |л), Т^у} и ф(л*, у).

Займемся регуляризацией полученных бесконечных систем (18), 
(20) и (22). С этой целью предварительно преобразуем их. Введя 
обозначения:

й* 4՜ ёк «■
4т^

I Ты
а к ёк —

V 3 ькь

Л(с)-Л(с + й) = (-1)‘+1^֊.

/»(с)+ + «>)“(-1)‘+1-А-. <!>*Ю - Ыс + Ь) = -^г ■

■Ы<0 +Мс + б) = ֊-- (23)

после простых преобразований окончательно получим для т(А и 0* сле
дующие выражения:

4՜ 1 3 о*5Ьо^։
я1иу(^+</с,)+5110^„у| 14- ( -1 )*]), +[ 1 1 )*1Л,

4-
г-1

+ н1.

(24)

= 1/ Ч л,«Ьл,и ) 5Й6^1 у,[ 1 -}- (— 1 )к]тI [ 1 —(— 1) ]л.

— V 3 оЛ§ЬМ1 <Мк(<14- б/0)-&Ь5 у [ 14- (-1 +(1
2^15ЬЗ^+г/0+с/։)

Здесь

_______ V 3 ЪкЬ

4$ьг*(</+
1аа$Ьоа(<74-4о)8йоа( б/։4-

4֊^Ь8а(^4-6/1)вЬ8*( <,4 ^- (25)
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у 3 М
\ - —

28|1Ок(б/-{-б/о ■|֊б/1)с11 '>кЛ
2

|1^ЬоЛ(^+б/о)сЬо^р14֊^֊֊>] —
\ « /

При этом функции 5(х) и 8։(х) в промежутке (с, с Ь), согласно 
(19) и (23), будут иметь вид:

ад = ֊------- 51ПМ* ֊
О* 

к- 1

51(х) = 1 V 2г1к — ьк. А

4-1

(26)

В свою очередь величины тк, пк, 1к и Кк, входящие в (24), оп
ределятся, согласно (22) и (23), из следующих соотношений:

4лк тк =՛ -й-.------ ГI 3 о5Ьа*о0
сИа* Ьо — с —

- 1)։5ЬМ6О- / Ь\с— 6)сЬа*| С ч- - | + (— I)*’ ՝тЦрк — дк),
2

4а*
пк = ~7—, -—;—сп 

У 3 б5пя*о0 о/
Ь \

— €------ зИалС —֊ БЬаЛб
Ь ч 1 О

(— 1)'в11аЛ(60 ми/ ■ Ь — О)5Ьа* с — Чм֊1Г п֊<?Д

1к = 4 и
У 3

1 — 1

Ь+ (— 1 )' БЬ-^! — сх — 6)сЬ7а ^! + “2՜

<*1—---— ---------
Р 3 65|17Д&։ л__ 1 > •_՛

— О;

бИ 7* ( Ьг — сг — _А117лС։ —

— (— 1)' 5Ь7а(^1 — С։ ֊ 6)8117*( 6՝։ +

20|



Произведенные оценки показывают, что сумма модулей коэффи-
1/~3՜ 

циентов любого уравнения из систем (24) и (27) меньше, чем .
4^

всегда, независимо от геометрических характеристик области, т. е. 
совокупность систем (24) и (27) вполне регулярна. Из ограниченности 
свободных членов, согласно теории регулярных систем(с), следует 
единственность ограниченного решения и сходимость метода после
довательных приближений.

Заметим, что, как показано в работе (7), системы (24) и (27) 
можно преобразовать так, чтобы свободные члены вновь полученных

1 тсистем стремились к нулю со скоростью не ниже, чем -г-. При этом,

как нетрудно показать, решения этих систем будут убывать со ско- 
, —0,35ростью R

Из предельных случаев, получаемых из рассматриваемой области, 
отметим: швеллер, тавр, уголок, область с трещинами, зетобразную 
область и область в виде четверки. В заключение отметим, что ис
пользованием указанного выше способа получено решение смешанных 
краевых задач бигармонического уравнения для аналогичных областей.

Институт математики и механики 
Академии наук Армянской ССР

Ռ Ս- մԻՆԱՍՅԱՆ
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րիխքեյի էֆեկտիվ լուծման մի պարզեցված եղանակ'

թվով ուղղանկյունների հատման ււքվորյուքւ (յուր ա Հ»ան % յ ո> ր 

լուծ ումր որոնվում է Ֆուրյեյի շարրի ւոեսրովէ

ւո У» ր ո ւ յթների հ ամ ար 'հի~ 

այց ւոիրույթր փոր ր աղու յն

ուպրյաՆկյաՆ ներսա խնգրր
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