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Об одной смешанной задаче изгиба 
прямоугольной пластинки

(Представлено А. Л. Шагиняном 12.X1I.1955) Г 
%

Задача изгиба пластинки, когда часть края ее свободно оперта, 
а остальная часть защемлена, в случае гладкого контура была иссле-. 
дована А. И. Каландия (1), приведшим ее с помощью интегрального 
представления (2) к интегральным уравнениям Фредгольма. Для круга 
эффективное решение этой задачи было дано Д. И. Шерманом (3), 
который свел ее к вполне регулярной бесконечной системе линейных 
уравнений. В случае прямоугольника такая задача была исследована 
В. Новацким (4), сведшим ее к системе уравнений Фредгольма.

В настоящей заметке дается решение задачи изгиба прямоуголь­
ной пластинки, когда* часть ее края ОАА'Э' и В'СОВ свободно оперта, 
остальная же часть защемлена. Решение ищется в виде ряда Фурье, 
обладающего довольно быстрой сходимостью. Выполнение граничных 
условий приводит к совокупности вполне регулярных бесконечных 
систем линейных уравнений.

Пусть прямоугольная пластинка ОАА'С (фиг. 1), свободно опертая 
по краям В'СОВ и ОАА'О' и защемленная на отрезках ВО и В'1У. 
изгибается под действием произвольной нормальной нагрузки Р(х, у).

Фиг. I.



Прогиб 1Г(х, У), как известно (6). будет удовлетворять уравнению

у) = <։>
и граничным условиям

Г|,= 0 дх֊
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Здесь Д — оператор Лапласа, [) — цилиндрическая жесткость пластинки,, 
5 — ее контур.

Относительно нагрузки Р\х, у) предполагаем, что она ограничен­
ной вариации.

Прежде чел։ переходить к построению решения задачи, обозна­
чим

Д1Г(х, у) = и(х, у). (3)

Тогда, очевидно, из (1) и (3) имеем

Ш(х. у)=֊Р^1.

Будем искать функцию №(х,,у) в виде ряда՜ Фурье

1Г(х, у) = Уд(х)мпаА£/,

где *-։
(! 
р / • т

/*(*) = I ^(х, У) йпаьусру, а* = —•
о

(5>

Для определения кое ^лшиентов /*(х) умножим обе части урав­

нения (3)

нимая во

2 . Л
на ֊-51П аьуау и, проинтегрировав от 0 до а, получим, при- 

внимание 12):

(6)!
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2 (’-у и(х. у) зтл^у.

Для
о

Фа(^)» принимая во внимание уравнение (4), будем иметь

ъ,(*) - -
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Здесь через 5*(х) и 3*(х) обозначены граничные значения функ­
ции и(х, у) соответственно при у = 0 иу = (1, очевидно равные нулю 
ма отрезках [О, с] и [с 4֊ Ь, 60] и неизвестные на (с, с 4֊ 6);

</ 
2 с

Р*(*) ~ ^\Р(х, у)зтлку(1у. (8)
о

Граничные условия для /Л(х) и <?Дх), согласно (2), будут 

/*(0) “/*(&) = 0; <ЫО) = = 0. (9)

՝ Решая уравнения (6) и (7) и удовлетворяя условиям (9), для 
,/*(х) и <?*(х) получим следующие выражения:

х о

2зЬ«а(60 — х) |

о
[5;(о-(-|)*$,(о

а
2«л

рА(/)]5НаЛ/Л,

Подставляя в выражение для Д(х) значение ?<■(/), после простых
получим

А(Х) = У1(-1)‘5'(0 “ 5’(0 + ^₽‘(0|(1 + -
%

— аАхс111аАх — лк(Ь0 — /)с1ЬхА(60 — /)]з11х>(6э — 1)сН 4֊

+ ТййПГТГ2(к-1 )‘$'(0-5-„(() + 4֊Р*Ю [1 + «Лс(11*Л-

О

— аДс111яЛ/ — аА(&0 — х)сН1а*(&0 — х)]зЬаА/Л. (11)

Заметим, что. как легко видеть, коэффициенты /*(х) с возраста-
Iнем А убывают со скоростью — •К

Перейдем теперь к определению функций З’(х) и 5*(х) в про- 
1ежутке (с, с4-Ь). Для этого выполним вторую группу граничных 
словий на ВО и В'Э'. Согласно (2), в промежутке (с, с 4֊ Ь) имеем

ОО
(х) =0.

<- I

(12)

о



у ~
Умножим уравнение (12) на “ ятрДх с)б/х, где , и проинтег­

рируем от с до с 4֊ Ь. При этом, в силу того, что ряд, входящий в 
(12), абсолютно сходится, возможна перестановка знаков суммы и 
интеграла. Поэтому, будем иметь

СХ2>

1уа
/-1

а/ {(х)$\п% к(х — с)(1х = 0. (13)

Определим значение интеграла, входящего под знак суммы. Ин­
тегрируя по частям и используя уравнения (6) и (7), получим

с+Ь
р, (4Яп₽,(х - с)йх = {(«? + ?:)[/< (с) - ( - 1 )«Л (С + 6)1 -

с+Ь
- *1 (С) + ( ֊ 1 )*?<(С + ь) - (*((- 1 )'+'3։(х) + 3*„(х) ֊

р; (х)]&трж(х — С)(1х (М)

где через Л(с),---, <р/(с4֊6) обозначены соответственно значения 
функций и ?/(х) в точках с и с 4՜ Ь.

Подставив полученное выражение в (13) и производя сумми-
вание, получим

с, аьм(। - —)°

\ 5112^ / ь 2

К* (15)

Здесь обозначено

_ 2
М ----- 1 3;(х)ыпрк(х—с)б/х; $*(*)5тЗк(х — с)(1х\

Ь

2 (■ ।
ч" мьм ] I

с 0

О* — !/)Ь1пМ* — <Мх(1у.

Далее, для отрезка В’О՛ имеем V а/( _ \у(х) =о, откуда со- 
/-1 

вершснно аналогично получаем
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— ®/ (с) 4՜ (— 1)*<Р/(с֊|֊ Ь)}

Здесь
с Ь-Ь 11

Р(х, ։/)5|1рА4/(б/сШХг/ |/с111^)$1пЗж(х — с)(1у(1х.

(17)

(18)

свою очередь значения коэ ициентов
Чк(с + Ь), входящих в выражения (15) и (17), 
(16), определятся из следующих соотношений:

/к(0> /к(С 4՜ ^)» 
согласно (10),

и
(И) и

ОО 
зЬаАс у, 

а;Л$ЬаА.д0 —। 
1-\

[5Ьам(/?0 г)

В

/м =

— (— 1У зЬаА.(д0 - Ь — с)] — аАс $Ъ*К(ЬО — 2с) - (—\)‘^а1((Ь0—Ь—2с)
$1кхжг

’ , п, . . .. , ч , 8Ьа„.с — (— 1у§Ьаж(г 4֊ Ь) | , е— (- 1)' акЬсЬак(Ь0 — Ь — с) — акЬ0------=------ * ■ .—— ■ +
I 503^00 |

§Н«х(д0 — с) — (— — с — Ь)
— ( — 1 у 5Ьак(с -Ь 6)] — акЬ0 4֊ (19)

4- аА6с11ЯкГ — а*(Ьо —С—Ь)
^ак(Ь0-2с—Ь)—(—\у&иа1<(Ь0—2с—2Ь) 

^ак(Ьа—с—Ь) К •

<гк(с) —
2511акс

с№\аЛ\,

— (— — с — д)) - их,

<рк(с+ Ь) = '2бЬлк(Ь0—с 
г/зЬаА60

-(—I)1 ьЬак(с-Ь 6)] и„,
где

— 4֊ Ь^1ЬакЬ(, — сс0։аж/ —
<*
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— (Ьо - /)сИ։ак(Ь0 — /) сП 4֊ $11вк(Ьр—с) 
2а^Ьаж&0

и

----- и 60сЖаД — 
««•

— /с(1։ак/ — (60 — с)с111аА(/>0—с)](И.

^ак8Пак1)0 «к

— (Ьо- /)сЖак(&0-/)
5Ьак(&п — с — Ь) Г

2а;51։ач-60
рк(/)511ах/------1-ак

4* — /с(11М — (Ьо —

О - 
с —Ь)с1Ьа«(60 — с —Ь) сП. (20)

811 
а^ЬаСжбф рк(/)5Ьаж(60 —/)Л 4֊ ^1^

о

= 1 МО*Ь<МЬо ֊ 'И 4֊
ак8пако0 J 

с+ь

ъка.к(Ь0 — с — Ь) 
акъЬакЬ0

о

рАГ(/)5Ьак/б//.

Таким образом, решение задачи свелось к нахождению коэффи­
циентов Вк, Ск, [к(с), 1к(с\-Ь), <?к(с), Чк(с + Ь) из соотношений (15), 
(17) и (20).՛ .

Займемся исследованием разрешимости последних. С этой целью 
предварительно преобразуем их. Введя обозначения

В, = __
* 2М

V* 4-
2М /»(*) = "к 4-

2/За’б/’ (21)

/к-(с 4՜ —
Пк — 1ПК

2^/3 а‘Л ’
’̂ к(с) = 2(гпк 4- пк) 4- g^^ 4- 

4/3"а^

?<(с 4- Ь) = -----п*).+
41/3 <м/

после некоторых преобразований придем к следующей совокупности 
бесконечных систем линейных уравнений для определения и 0«:

2р«с1|‘“-

= Гз -(" 1 и'12X1-₽ге< 1 +

+ |1+(-1)'‘|[2«М1-?У1,]| + г,. (22)
гми*^

| 3 а(5прка4-ркд)“ («/-Гр*) £—1
• + (1 + (-1)')-[2«/п/-?М/]| + 8.. ■
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В свою очередь тк. пк, и Л„, входящие в выражения (22). опреде­
лятся из следующих уравнений:

4֊ анЬ(25|1акСс11ак(Л0 — с — Ь) — 5Ьак(60 — 2с — 2Ь))] —

— [1 +(— !)' ]5Ьа„Л
^֊^■3Ь<ск(Ь„-2с-Ь)- 
р/ + ак

алЛп

8ЬаАЛ0
5Иак(2с 4-Л) + 2акСс11а,.(Л0 - 2с —Л) —

^_^[1֊(-1)*Ь4֊П Н-№
Д)

/-1

’ я;_|_За?/ / Ь \ , акЬ , \ лкЬ
X 2 '֊Ц—И зЬа* 6о “ о" ~ $Ь -о-с11аЛ&о ֊ ^-Ь) зИ -и-----

«К 4՜ р/ \ \ - / ֊ /* "

_^.։Ь»^сКЧ,(с + 4)-Фхд^^ЬаЛ^-гс Ь)- 
эгакР,, 2 12/ 2

— ачЛ(25ЬачгсЬак(Л0 — с —Ь) 4֊ $11*«(Л0 — 2с — 2Ь))

4֊ а;
«Л 

5ЙаЛЛ0 зЬак(2с 4- Ь) +

4֊ 2аксс11Як(Л0 — 2с — Ь) — -^֊ 5Ка..(й0 ֊ 2с - 2Й)
ЬПЯкО

(23)

2д511аЛ60—' 
(-1

[I - ( - 1)՝ъ. + [I + (-1)4^1[։-(֊>)'] х
й‘ + »;•

— ах6(՝2з1|аАсс1|։,.(Ь0 — с — Ь) — — 2с — й))

ьЪа^Ь^— 2с —Л)
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, ( 1)' ]511ажд |!г—— 2с - 6)4 «Л 
8։паск60

51таА(2с 4֊ Ь) - ■

-^т։11«А(6„ -2с-26) 
֊М 1а.Ь— 2аА-сс11։А(60 - 2г — Ь) 4֊

4֊ 1А/42811аАсс1)ач(Ь0 — с — Ь) 4 811аА(д0 — 2с — 2Ь))

- (1 - ( ֊ I)'] з1таА&
^ 511аА(60 — 2с — Ь) 4֊ -гА- з11аА(2с 4֊ Ь) —

₽?-|-а£ »11аА

л Ь
2а,.сс11аА.(60 — 2с — Ь) 4֊ 5ЬаА.0о -2с — 2Ь)

В соотношениях (22) и (23) для краткости введены следующие обоз­
начения.

_ 4^Ь(</А- 4֊ г«) . 2М ~ 43;6(?„ — гк) аМ
$11^ 4-МС 2 ’ * 4-М 2

дж = — | ЗаЖ ֊ь /х), >6 = — 2Р 3 ак(1\ик 4- «Ж- + /«)]. (24)

|аа- = — | 3 <*/($« —/А), р„ = — 2р 3 аА<У[//А. — ук — 0б;(«А- — /«)].

Оценка сумм модулей коэффициентов каждого из уравнений си-
| 3

стем (22) и (23) показывает, что эти суммы меньше, чем • ——■ 1\ро- 

ме того, из (24), (16), (18) и (20) видно, что свободные члены урав­

нений сисТем (22) и (23) ограничены и убывают со скоростью -г--

Следова 1ельно. совокупность бесконечных систем уравнений (22) и 
(23) вполне регулярна и, согласно теории регулярных систем (с), имеет 
единственное ограниченное решение, которое может быть найдено 
методом последовательных приближений.

Заметим в скобках, что, как легко видеть, Нк с возра­

станием /г убывают со скоростью не ниже . о:;;~ •

Как отмечалось выше, коэффициенты /А(х) ряда (5) убывают со 
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скоростью -р-. Последнюю можно усилить, если выделить выражение

</) = - y(dG(j' y) [(d + y)S-(x) 4- (2d -

Разлагая это выражение в ряд по sin ад и прибавляя и вычитывая 
•его из (5), получим

СО
W(*. у} = - - y)s:wl +V (25)

<■1

где /;« - f.(x) + ֊-։((-l)-S-(x)-S'։(x)].

Ряд в правой части (25) обладает усиленной сходимостью (:) — коэф­
фициенты его /*(х) убывают в точках разрыва производной функций

S*(x) и S*(x) со скоростью—, в точках же непрерывности производ­

ной-■ со скоростью -гг .

Из частных случаев отметим следующие: а) когда с=Ь = О — 
пластинка, опертая всеми четырьмя сторонами. В этом случае сово 
купность бесконечных систем уравнений вырождается в равенства и 
решение совпадает с известным решением М. Леви (8); б) когда Ь$=Ь. 
В этом случае бесконечные системы также вырождаются в равенства: 
в) когда Ьо ֊* оо (полуполоса). В этом случае выражение (11) для 

примет вид:

/«W =

— a։xclha«x)e°A' dt + (_|)«S-(f)-S;(/) +

'X (I -t- лкх—'ajcihx^djsha^tdt.
Аналогично получаются выражения для ?к(х) в случае бесконеч­

ной в обе стороны полосы (когда с — сю; Ьо — с— Ь ->оэ).
Институт математики и механики
Академии наук Армянской ССР
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