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Об одном случае плоской задачи теории упругости 
для прямоугольника

(Представлено Н. X Арутюняном 30.111.1955)

В работах Л. Файлона (1), М. Рибьера (*),  Ф. Блейха (3) и дру
гих, посвященных плоской задаче теории упругости, граничные усло
вия задаются только на двух противоположных сторонах прямоуголь
ника, на других же сторонах условия удовлетворяются не полностью. 
В работах П. Ф. Папковича (4), А. И. Лурье (5), а также В. К. 
Прокопова (6), были построены решения, позволяющие более точно 
удовлетворять граничным условиям на поперечных кромках прямо
угольника или полосы. В работе М. М. Филоненко-Бородича (7) при
меняются почти ортогональные системы функций для прямоугольника. 
Этими функциями точно удовлетворяются граничные условия и только 
в пределе точно бигармоническое уравнение.

В настоящем сообщении рассматривается плоская задача тео
рии упругости для прямоугольника при произвольном симметричном 
относительно осей симметрии загружении кромок прямоугольника 
нормальными и тангенциальными напряжениями.

Для нахождения точного решения этой задачи она сводится к ре
шению бесконечных систем линейных уравнений. Доказывается, что по
лученная система вполне регулярна и имеет свободные члены порядка 

не ниже,чем—, что позволяет дать эффективное решение данной 
т 

задачи.
В плоской задаче теории упругости напряжения и перемещения 

могут быть определены посредством одной бигармонической функции
У).

д2у .
ԳրԱ, у) = = (1) У) =

(2)
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где Е — модуль упругости, V — коэффициент Пуассона, а, Ь и с—по
стоянные.

Бигармонлческую функцию <р(х, у) представляем в виде
ОО 1 I

у) = 2со5«*х  Д<,|)сЬаА//+ + а^С^сЪа^у +
Л — I | .1

°° I I
+ V совр,^ Л’Дь₽,х+ в^'։1ф*х + Р<,х(С<2>сьрм- + О^’зЬр**) ■ (3)

Л-1

(4)

2/ —длина прямоугольника, а 2А—высота.
В силу симметричности граничных условий на осях симметрии 

имеем
« (О, У) = Хеу(0, у) = и(х, 0) = тжу(х, 0) = 0. (5)

Полагаем также, что напряжения на кромках заданы произволь
ным образом

МД у) = Му), тху(1, у) = Му)< (0<у < А), (б)
о/х, А) = /3(х), -^(х. А) = Д(х). (0 < х <1),

где функции Д — кусочно-непрерывны и имеют ограниченное измене
ние в соответствующих интервалах.

Пользуясь соотношениями (1) и (6) и представляя функции Д н 
виде рядов Фурье, получим условия

(0< УС а>, (7)

Удовлетворив условиям (5), (7) и (8), для определения неизвест
ных получаем соотношения

- РУЛ<=)сЬЗ։/ + Р12|р։/։ьр4/) = а», 

+ ^'(^ру + РА1>РР0) =

А^сЬ«лЛ + О* 1 >(2с11«лА а*А8На АА)

Л-1

- а^А^сЬлжА + £Х’)аА/йЬалА) = ск,

(9)

(Ю)

(Н)
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Ар — 4- «рАсЬ.аоА)] —

= 7֊ (-1)"" V 4+ ор(2сь?*/  + 

/г«1

+ р*й>Ь?*О)  - — (-1)'+' V 1—12—& О1ЭД|0,/. 
‘ (рк 4- хр) *Л-1

Имеем также

в,2) = С(2) = вт = О1) = о, и а = Ь = с = О. г\ гЪ 1ъ К 9

(12)

(13)

При этом использованы разложения

5Ьвд _ (0 < у < Л).
А ~ Рр + “* 

р-1

(14)

Ьа*{/  =
X 

2аЛз11ад./1 у, 

К~ 
р-1

(֊ 1 / ‘

Рр + *1
2 у» Мгф,у
И ^4֊<4’

р-1

(О < у С А), (15)

усКъиу = 2 \4~(сЬа*А  4֊ а*А$11а*А)  ' п
(—1) 5Шр^

?Р + *1

00 р+1
4а*сЬакЛу1  (—1) 510^1/

л 24 (?; + ^)2՜
р-1

(0<2/<Л), (16)

9 V
у бИзд = -4֊ (5Ьад.Л 4֊ а*Ас!1а^Л)  >,

(-1Г'
^+«Г՜

□о ОО р 1
4^ у 4а^Ьа%Л V (—1) ֊^прр1/
"л՜ 24(рг+ап։ /2 +

| Л—* 1

, (0^// Л), (17)

а также аналогичные разложения для функций хА^л՜, сй^л՜, хсйр^х и 
х5И^кх на интервале (0, /).

Исключив из соотношений (9)—(12) неизвестные .4^ и Д^. по
лучаем совокупность бесконечных систем линейных уравнений (*':

511а„/1 4- = ^р + Ср(Нарй 4֊
р \ СП ЛрП !

, 2 / м*+ ։ V (— 1/ 1 М*  *л'р ( 1/-՛1 V (—о _, 2,

+ т(-|> 1 рл-а’--------------- Г*  11 - (?^ + «Рг
Л-1 *-»

՝ * А? • 1
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Л

Введя новые неизвестные

/ к т-14֊(-1) а£сЬ«лЛЯ‘’) = X*,
п

(֊1)‘+1^с!1(МО!,21=Ь,

совокупность (18) приведем к виду:

(Р= 1, 2,---),

где введены следующие обозначения:

.V

№ = 1, 2.-..;
Р=1,

(к = 1, 2,-..;
Р= 1, 2,---)-,

(4> + ср1ЪьрК) 4-

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(Р = 1, 2,---). (24)

Совокупность (20) можно написать в виде одного ряда уравнений:

п « I

(т = 1, 2,- • •), (25)

если ввести обозначения
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^2р — Хр, 

В?р — ЫР.

М (р=1, 2,...), 
Взр-1 = Мр, |

(26)

^2р. 2л--1 — арк, Азр֊}՛ — Ьрк, Дгр, 2л= Лгр-г 2К_ । = О

(р= 1, 2, . . . ; Л= 1, 2, ... ).
Пользуясь обозначениями (21) — (24) и (26), покажем, что си

стема (25) вполне регулярна.
Рассмотрим отдельно два случая:
а) Пусть т = 2р — 1, тогда

оо 3 сс

Оценим ряд £ = (^-) 1 (֊֊^
Лг1.3 к"^\

пользуясь формулой трапеции, как это сделано у П. С. Бондаренко*

* См (9) стр. 81.

1 1 г хс1х _ 1 11
2(1+а2)2՜ ' ~2 I {хг-гаг)2 ~ 2(1 +д2) [ Т

»
Подставляя эту оценку в (27), будем иметь

(28)

ОО ОО

л-1 Л-1

8?;/=(Зпг 4?;/2)
3 I . I \г+ с<?) Р+4^)

(29)

Правая часть (29) зависит от значений $р1, она получает свое 
максимальное значение при $р1^ 3,363. которое равняется 0.7^03.

Таким образом, будем иметь
ОС ОО
У И,,.,. ,1 = у р,»|=е0.7003. (30)
л—1 Л—1

б) Аналогичным образом при т = 2р будем иметь
□С ОО

УI Агр, я| = , | аРк | =
л — 1 Л — 1 /11 Июср/г 4՜

^0,7003, (31)

Из оценок (30) и (31) следует, что система (25) вполне регулярна.
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Легко видеть, что свободные члены системы (25) имеют порядок
1не ниже, чем —: т

(32)

В заключение отметим, что аналогичным образом можно полу
чить решение также и для случая, когда напряжения заданы на кром
ках произвольно и не симметрично относительно осей симметрии 
прямоугольника.
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F. Լ. ԱԲՐԱՀԱՄՅԱՆ

fti֊qquifiljjան համ՛ար սւււսւձզակահությահ inbum_pj|uiG 
ւքի գհպթի ЦЬршрЬр;ш(

huipp fnGqpp

Հողվածում գիտվում է առաձգականության տեսության հարթ քսն գ ի ր ր ուգգան կյան 
ր Լրր ուղղաՆկյաՆ եղրերր կամավոր կերպով րե ոնա վ ո ր վ ած եՆ Նորմալ և ւոշափոքլ 
ՏԼերով սիմետրիայի աոաՆրլրՆերի Նկատմամբ սիմետրիկ ձևով։

Խնղրի ճիշտ լուծու 
անւ^եր^ սիստեմի ւուծւքանէ

Ապա րյուց վ ո ւմ էք որ ւ

ղ ւոնեյու ր նա ւքեերի

ստԼմր ւ ի ո վին ռեգուլյար է և ունի ւյււյատ անցաւքԼեր

որոնց նվաղման Ijinpyp ՜'րրլ Ւ Э 3էՈ

ЛИТЕРАТУРА — ԳՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ

1 Л. Файлон, Phil. Trans. Roy. Soc. London, Ser. «A>, Vol. 201, 1903. 2 M. Pu- 
бьер, Sur divers cas de la flexion des prismes rectangles, Bordeaux (1899, а также G R-, 
126, p. 402, 1190). 3 Ф. Блейх, Bauingeneur, 1923, Heft 9 und 10. 4 П. Ф. Папкович, 
ДАН СССР, т. 27, № 4, 1910, стр. 335. 3 А. И. Лурье, ПММ, том VI, в. 2—3, 1942, 
стр. 151. 8 В. К. Прокопов, ПММ, том XVI, вып. I, 1952, стр. 45. ’ М. М. Филонен- 
ко-Бородич, ПММ, том X, вып. I, 1946. 8 Л. В. Канторович и В. И. Крылов, Приб
лиженные методы высшею анализа, Гостехиздат, М.—Л., 1950.

198


