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МАТЕМАТИКА

А. Б. Тавадян

О полноте полиномов многих переменных 
при взвешенно-квадратичном приближении

(Представлено А. Л. Шагиняном 10. V. 1955)

Г. В настоящей заметке устанавливаются некоторые результаты 
о полноте полиномов при взвешенно-квадратическом приближении в 
л-мерном пространстве. При этом мы существенно будем опираться 
на следующий результат, принадлежащий М. М. Джрбашяну.

Отнесем к классу А функцию р(х), которая определена на по 
луоси [0, 4՜ со), и представим в виде

р(х) = р(1) + при х > 1,

где функция <»(7) неотрицательная, не убывает и
Пт

со

ш(/) = 4- оо.

Условимся говорить, что на (—оо, 4֊ оо) измеримая функция 
<?(*)> 0 принадлежит классу Д[р(х)], если существует функция р(х), 
принадлежащая классу, так что

^(х) > р(|х|) при |х| > /?0.
Отнесем к классу А2[<Дх)] все функции, определенные и измери­

мые на (—оо, -|-оо), для которых интегралы

■----00

существуют.
Тогда имеет место следующая теорема (1).
Теорема (а). Если /(х) £ А2[<7(х)] и
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е ,иА}/(х)хпдх = О, (п = О, 1, 2, • • •),

тп /(х) = 0 почти всюду на (— оо. 4- оо).
Отсюда и из теоремы Рнсс-Фишера следует полнота полиномов 

в классе £2[<?(х)], при взвешенно-квадратичном приближении на всей 
оси (—ос, 4՜°°). в смысле

т! I е рп(х)|Мх = О,

где всевозможные полиномы.
2°. Скажем, что функции /и(хД (ас = 1, 2,--, п), которые оп­

ределены на полуоси [0, 4՜ оо), принадлежат классу А, если их мож­
но представить в виде

Ра(лл) = рД1) 4֊ иь(ик) (1ик,
"к

где неотрицательные функции ш*(н*),

Пт = 4՜ °°,

(* = 1, 2,.-., п), (1)

(/? = 1, 2,•• •, л) не убываю! и 

(/? = 1, 2,- • л).
Ик-* ОО

Нетрудно показать, что при этом интегралы

(Л = 1, 2, - • л; /и* = 0, 1, 2,• • •) (2>

существуют.
В самом деле, так как функции шЛ(хД (£=1, 2, •••, л), моно­

тонно возрастая, стремятся к бесконечности, то при данных тк, (ть= 
= 0, 1, 2, • • •) и хЛ > Хъ(гпь) будем иметь ш*(х*) > ли 4- 2 (6=1, 2.--- 
•••, л). Поэтому из (1) следует

рь(хь) > ск 4- (тк 4- 2) \£Хк, (к = 1, 2,- •, л), (3)
где Ск, (Л = 1, 2, •• - л) постоянные величины. Отсюда следует наше ут­
верждение.

Условимся говорить, что функции <?*(хЛ) > 0, (&=1, 2,---, л), 
определенные и измеримые на оси (— со, 4- оо), принадлежат клас­
сам Д[р*(х*)], (к=\, 2, •••, л), если существуют функции Рк(*к)> 
(6=1, 2. •••, л), принадлежащие классу А, так что

7*(хл)>/и(|хл1), при |хЛ|> Яв, (к = 1, 2,-• • , л). (4)
Из (4) следует, что если дк(хк) С Л[/?»(х*)], (Л=1, 2,---, л), то 

интегралы
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+ со

I ₽-’*<-'«> (* = 1. 2,..., л; т։ = о, 1. 2....) (5)
<7

----ОО

абсолютно сходятся.
Пусть <?*(-**)£ Д[рл(хЛ)], (А => 1, 2,д). Отнесем к классу 

^2[^1(х1)>։ ‘ ՝> ^я(-’Сл)] все функции/(хр-, хл), определенные во всем 
л-мерном пространстве Вл: (—оо<х*<-|-<», А = 1, 2,-• п), для
которых

(6>

Мы скажем, что система полиномов от переменных х^-, 
полна в области Вп, если для любой функции

’ Х"л) )» ՛ > ^Л(ХЛ)]

шГ

п-Е
• • р? |/(хр•••, хл) — (}(х 

вп

• , хл)|։б/хг • Дхп = 0, (7)

где {<2(Хр---, х„)} всевозможные полиномы 
Теорема 1. Если т/л(хй) Д(р*(Хй)] и

от переменных х, • • •, Хл-

(1Хк = + °°/ (А = 1, (8)

то система полиномов полна в классе £2[<71(х։).-• *, <?л(хл)].
Доказательство. Доказательство этой теоремы основывается на 

теореме (а). По теореме Рисс-Фишера достаточно показать, что если 
для некоторой функции /(х։,---, х„)£2[^1(х1),« • <7л(хп)]

со 4֊ оо Е

Г• • • Г е /(Хр- • •, хл)хГ* • • • хгЦпс!хх- • Дхп = 0, (9)

где тх,-՝՝, тп независимо друг от друга принимают всевозможные 
значения 0, 1, 2,---, то /(Хр---, х*) = 0 почти всюду в области Вп.

В самом деле, пусть /(х1։..., хл) £ £2[<71(х1),..., <7л(хл)] и имеет 
место (9), тогда по теореме Фубини из выражения (9) можно напи­
сать
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п
4-00 +с0 -~Х|

Г т р Г й-2

I е х^хг ... е /(Л'։...... хп)х^...
— 00 • «л /у->---00 —СО

...хг"п(1х2... с1хп = 0.

Для фиксированных /па,...» тп, обозначая

п
4-ао }-оо

ГГ С С А-»2

т,...., тп(х^ = е ~ ЯХ1> ■•• ’ Л'п'Х.Т’֊ ... Х^пйх2...йхп, (10)
« ' V

— 00 —00

имеем

4-00

У С пи,..., тп{х\)хТ\г^ху 1> 2....). (11)

--- ОО

Покажем, что Рт.....т (лсг)^2[^1(л;1)] на всей оси (—сю, 4-оо)
при всевозможных значениях т2,..., тп = О, 1, 2,...

В самом деле, по неравенству Буняковского

п

п

хп) |2^л։ ... йхп ==

= С1(/пн ..., тп).
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Поэтому из (11), в силу (8), по теореме А, следует
О, за исключением множества 
х. <՜ 4՜ Обозначим

п
т........ т„ =0, ОСИ — со

* п........ тп>

тогда тез Е} = 0 и

М ^2» ••• » ™ п>

тп=^
можем утверждать, что если х1 ^Е\, то

п
-|-оо 4-оо У ь)

С С А—2Ляз»...,/ля(*1) = ) ••• е /(*։• ..., х„)хр х™п(1х2...с1хп = О,
---00 --- 00

(12) 
при всевозможных значениях т2, тп = 0, 1, 2, ...

К выражению (12) снова применяя теорему Фубини, получим

если хх£(—оо, 4 оо) —(т2......  тп = 0, 1, 2,...).
Для фиксированных т3,..., т,՝ обозначая

имеем

—

е Ртз.... тя(*г х2)х^х2 = 0, (т2 = О, 1, 2,...), (13)

если х1 £ (—оо, 4՜ °°)—
Здесь Ет т (хр х2), как функция от х2, принадлежит классу 

Ц?а(х2)]. Поэтому из (13), в силу (8), по теореме (а), следует, что 
чри х.(. Е1Рт^1 т(х3, х2) = 0, за исключением множества ЕП1з ^ т^^ 
^Ет т = 0, оси — оо<х2<4-оо, (т3,, тп=0, 1, 2, .*.).

Обозначим 
оо се 

£« = 5 ••• ..............................<те5£2 = °)-

"»з=0 "/л=0
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Далее: обозначим через Е^՝2) множество плоскости (хп х։), 
проекции которого на оси х։ и х։ совпадают со множествами Ег и £։ 
соответственно. Очевидно, что глез/^1* 2> = 0. Тогда из вышесказанного 
следует, что Ет..... х։) = 0, если точка (х1։ х^Е^2\ при
всевозможных значениях т^ ..., тп = 0, 1, 2, ...

Таким образом

+ ас +оо -Ьяк(хк)
Г* I* £ -> 3
I ... I е У(хг,..., хп)х?> ... х™л(/х3...</х„ = 0, -(14)

—ОО —»

при т3,..., 
После

/ля=0, 1, 2, ... , если (х1։ х2) ££'1- 2). 
таких л —3 шагов, из (14) получим

+ ®
^/(х,,..., х„)е-'?"(л:")хТ"</хл=0, (т„ = 0, 1, 2, ...), (15)

— ос

кроме л—1-мерного множества пространства (х1։..., хл_1) 
£(1>2.... л-։\ тез/?1-2...... л-1) = 0, проекции которого на оси хх, ..., х„_,
совпадают со множествами Еи..., Ея_1 соответственно.

Из выражения (15) по теореме (а) следует, что /(хо... , х„) = О, 
когда точка (х1....... хя)£Е11-2.... л-1), кроме множества Еп, те$Еп=^
оси —оо хл 4՜ оо.

Таким образом /(х1։...» хя) = 0 за исключением л-мерного мно­
жества Е = £■՝*. 2... л)։ тез/: = 0, пространства (хр...,хя), проекции
которого на оси х։,..., хя совпадают со множествами Еи..., Еп соот­
ветственно, тез£“й = 0, (6 = 1, °,..., л). Теорема доказана.

Что касается необходимости условий (8) теоремы, то из теоремы 
А. Л. Шагиняна(2)о неполноте системы полиномов [см. также(3)] не­
медленно следует, что если хоть одна из функций ^(х*), (к — 1, 2,... 

, л), скажем д^х՝), удовлетворяет условию 

тогда система полиномов не полна в Вп.
3°. Обобщение теоремы. 1. Пусть функции р*(хД (к = 1, 2,... 

.... р 4֊ ?) принадлежат классу А. Условимся говорить, что функции 
<?*(**) > 0, (£ = 1, 2,..., р) и д*(х.) > 0, (I «= р 4- 1,..., р4-у), опреде­
ленные соответственно на оси (— оо, 4- со) и полуоси [0, 4-оо), ог­
раничены в любой их конечной части, принадлежат классам, если су­
ществуют функции Рл(ха), (Л = 1, 2, ..., р 4- у), принадлежащие классу 
А, так, что

154



цк(хь) > рк{ | хк I) при |хА|>Я1։ (Л « 1, 2,{1) 

?/*(* ) >Л(*,) ПРИ Х1>Яи (/ = р4-1,..., р + у).
Отнесем к классу 0] все функции /(х1......  хп),

определенные в л-мерной области Ол: (— со < хк< + оо, 6=1, 2.....
р; 0=^*1 < 4֊ * = Р+ 1,..., р 4-V; аг ^»хг ^Ьг, г = р+у֊Н,..., п),
для которых существуют интегралы

Мы скажем, что система полиномов от переменных х1,..., хп 
полна в области £)л, если для любой функции

|1 ц + *

/(х։,..., хп) г 7Ц+/'^(Л+¥)’ ^1

— (2(Х1։..., хп\2с1х1... с1хп = 0,

где {Р(Х1,..., -*л)} всевозможные полиномы от переменных х։,...» хп.
Имеет место следующая теорема, доказательство которой опу­

скаем.
Теорема 2. Если

+ 00
Г Рк(хк)
I 9| х-к

с1хк =4-оо, (*=1. 2,..., р),

I

(I = р 4- 1,..., Р 4՜ V).

то система полиномов полна в классе ^их,(л"։1+,)՜» ^1-

Ереванский государственный университет 
им. В. М. Молотова
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է}Լււ|թւււ |ք

յսւսենր — 1, 2, • • • , II) ֆունկցիաներ որոնր որոշված են [0, փ 00 )
կիսաաոանցրի վրա, պատկանում են A ղասին, եթե նրանց կարելի Լ նե րկայտցնե ք հե~ 
տ և յա ւ ձև ով

=/>*(!) + յձ_Լմս (*=1, 2...., ո),

է. 1 "2 րացասական Օ>յէ(ս^), (£ = 1, 2, • • Ո.) ֆու-^քւ^{'^^երր չեն նվաղում և

հա = + 00, (^ = 1, 2,-. ո)։

չափեվ, կ1է =

•••. ո) ֆունկրյիանե րր պատկանում են (6
•9 Ո | ֆունկ ց ի անե ր ր ք ա

եՐՐ

'» ^Ո»} ղասին բոլոր ֆունկցիաներր

&ո

Ո

« ՜-1 .
* I/(*!.-

պայմանին է
1եյղ դեպքում տեղի ուն ի

ԹԼորեմ-ձ/^ (* = 1, 2. *, ո) և

ր'2
Ո),1

ապա րաղ.ք անղա!քների սիստեմր լրիվ է Լյխյ^յ), • • • , <7„(*ո)] ղասու.մք հեւոևյաք իմաստով 
Ո

։ոք
10}

Ցո

՜Հ ւ7*('Հ*)

որաե^ X ո | * նե րկա յարյն ո!.մ

հնարավոր ր ա դ մ ան դ ա մն ե րէ սիստեմ ր։

էի Ո փ ո քս ականն ե ր ի ց կա քսված րոքո[1

աւ,
տի ր ու յթնե րի համար։
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