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Учет вертикального турбулентного перемешивания в распределении 
давления на уровне моря 

(Представлено Н. X. Арутюняном 12 ХП 1954)

В работе (’) Е. Н. Блиновой дан рациональный способ определе
ния осредненного за большой промежуток времени планетарного поля 
давления по заданному полю температуры. Уравнение Фридмана было 
спроектировано автором на вертикальную ось, упрощено за счет пре
небрежения членами с вертикальной скоростью и применено для опре
деления поля давления на среднем уровне.

В работе (2) Е. Н. Блинова дает решение той же задачи с учетом 
членов с вертикальной скоростью. В обеих работах атмосфера рас
сматривается бароклинной идеальной средой. Понятно, однако, что 
существующий в атмосфере планетарный пограничный слой, или слой 
трения, оказывает известное влияние на образование высотных и на- 
земных барических полей и поэтому в настоящей статье мы поста
вили целью произвести учет этого влияния.

Систему координат примем сферическую; землю считаем шаром 
радиуса а.

Кроме того, считаем, что движение атмосферы состоит из основ
ного зонального потока в виде:

‘С’х (0, г) = «а(г) бшО, (1)

р (9, г) = р00(г) + а2й>а(г) р(г) (2)
г — высота над поверхностью земли, 0—дополнение широты, л долго
та места, ш и а угловые скорости вращения Земли и основного зо
нального потока. Через р, р, Т обозначаются давление, плотность и 
температура воздуха, г»о . — составляющие скорости по осям
координат, р00(г)— давление на полюсе и возмущений зональной цир
куляции, причем элементы возмущений считаются малыми. Темпера
тура представляется в виде:

7՜= 7;(г) +/И(г) зй120 + Г(6, А, г). (3)

'^(г) — температура на полюсе, /И(г) — перепад температуры от эква
тора к полюсу. Рассматриваем стационарное решение.

15



Уравнение неразрывности позволяет приближенно вводить во всех 
уровнях (кроме, конечно, пограничного слоя) функцию -^ока Фг(0, Л, г). 
Представляя последнюю в виде:

Ф(0Д г) = ф(6, г) + ф(0Д 2), (4)

легко убедиться, что незональные отклонения составляющих ско
рости связаны с ф формулами:

^(0.^2)= - -их(М,2) = ֊^֊- (5)

Проектируя уравнение Фридмана 
турбулентного трения по вертикали) на

(с учетом сил Кориолиса и 
вертикальную ось, получим:

Здесь

дЛф дф 2а2шсо5 0 _2а2а<осо50 дТ'
дг д'л

2
дг2 ՛ (6)

51П 0
д . ... дуо '
Ж ։,пв) - аг (7)

31

/'(г)— стандартная температура, V — кинематический коэффициент вер
тикального турбулентного перемешивания, принятый постоянным.

51П 6 д'2 (8)

Помножим обе части равенства (6) на р и проинтегрируем 
от 0 до оо, получим:

по

О

-г 2ш —■ = 2а’о)
ОА

С дг. - , ,
I ֊^а Г ֊+• урСрП
О о

(9)

Интеграл от последнего члена слева обращается в нуль, так как 
= 0 при 2 = о И рТ>- =0 При 2 -> СО

Г(0,Х,2).СО5б

Г(2)
(Ю)

Чтобы выполнить квадратуры в левой части (9). напишем баро
метрическую формулу:

г,) = РД Х)ехр
2

С
R ,) 7(0, X, г)

О

я линеаризируем ее:
2

Л*) Г (И)
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Здесь р и р0 стандартные давления на высоте и на уровне моря, 
К—газовая постоянная.

Уравнение движения по оси X, написанное для свободной атмо
сферы, позволяет установить следующее приближенное соотношение:

р ֊ 2(пр созбф. (12)
Подставляя (12) в (11) 

лучим:
и пользуясь уравнением состояния, по-

где

РТ 
• ~ 2и>

и

(13)

©(0,Х) =
Ро соьО

Подстановка (13) в (9) дает:

ПО, X. г) 
созО | Т(г) (14)

ЭЛ?
1 оХ

ду 
дХ =

2шуа2рср

R Т^г О

•»

аТ йг
О 

а, = - ММ) а ~аХ
7‘р(7г R \ 7р<7г

о и

о и

2<о дх2
дХ

4«-(0_а дх аг------------
е՜ Эл (16)

О

Из уравнения (15) определяется <р(0, X), 
лишь вычислить первый член справа.

Чтобы вычислить член, учитывающий 
ванне, заметим, что на большом расстоянии

а из (14) р0(6, *)*» остается

вертикальное перемеши- 
от Земли влияние турбу-

лентной вязкости исчезает, т. е. • дх = 0. Остается вычислить-ч-1

Для вычисления последнего необходимо иметь составляющие 
скорости в приземном слое, для определения которых воспользуемся 
уравнениями Кочина (3). В нашем случае имеем:

д- уо

д'Ух

, _ Г 1 др 4- 2шр собО-их = — ,

— 2(0р СО50г»9 = 1_ др
«51110 ЭХ (17)'

I
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Так как нас интересуют скорости в непоср едственной близок1 
от Земли, то мы в этом тонком слое можем считать градиент давле
ния не зависящим от высоты. Кроме того, между полем давления н 
полем функции тока существует приближенное соотношение (12) вне 
этого слоя. Тогда, обозначая через значение ф на верхней границе 
слоя трения, мы можем считать, что:

1 др ^֊2wpcos0d% 1 др_ cos 0 дф0
и d6 а дЬ asinhdX a sin 0 дХ

и наша система (17) будет с правой частью, не зависящей от г. Тогда,
при граничных условиях—прилипание на земле и ограниченность 
рости на бесконечности, получим:

ско-

Х’в
1 ^Фг 

dsinO (А

— hz

4 cos/?z|---- - е fe’sin/?z.
а дч 

(18)
_ _L *ь>

1 a d&
1 I 1 дфл ,coskz-------—-֊- е ' sin kz,a sin 0 Ол

где 7 (0 cos б
(19)

Вставляя (18) в (7), получим: 
dZz
dz ~ „2

w cos О . , 
—-— дФо. (20)

k =
V

или, воспользуясь (12) и (14). получим:

OZ

/* со cos О 
v

0 
2шр0

(21)

Подстановка 
нашей задачи:

(21) в (15) приводит к окончательному уравнению

dS i л d?31 dT + 2й>-£ + ^д®=/7(0Д). (22)

Здесь —|/ Ц)У COS О
ОС

jV р dz
(23)

Полученное уравнение линейное относительно неизвестной функ
ции «/(J, X) (правая часть извесшая функция своих аргументов, так как 
во всей задаче мы считаем температуру известной), один из коэффи
циентов переменный. Желая получить простые количественные оцен
ки. мы в дальнейшем будем, ради простоты, считать, что KvcosOs^ 
— const. Ясно тогда, что и с = const. Последний член слева в (22) 
учшывает тог суммарный эффект, который оказывает планетарный 
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пограничный слой (вертикальный турбулентный обмен воздушных 
масс) на образование наземных барических полей.

Решение уравнения (22) мы будем искать в виде ряда по шаро
вым функциям.

Пусть нам известно разложение:

00 Л

Л(6Д) = У У (К/соз/пХ 4֊ ^Лп/ил) Р?(соя6). (24)
л— 1 т 1

Fn. Fnm — известные постоянные, Р„ (cos 0) — присоединенные полино
мы Лежандра. Ищем решение для а в таком же виде:

ОО Л
<р(0, Х)= У X (^p^cosmX-f-cp^sin/nX) P^(cosO), (25)

րյ ! т — 1

тогда:
/7փ4 /t(/t + 1)-2u)]F? —сл(л 4- 1)Հ? 

т3 [а, п(п 4- I) — 2(о]2 4֊ [сл(л 4- 1 )]2

(26)
,^т= ֊т\ * 1л(п4-1)֊2а>] F7-cn(n4֊1) F" 

, 'п /п2[а1л(п 4- 1) — 2а)]2 4- [сп(п 4- I)]2
В случае отсутствия трения у = 0 (с = 0) получим:

г? Л1
q/h_ _________ 2_______

п -1-1) — 2си]'
(27)

т 
пф т _ — 

• л րո^ոԼո 4- 1) — 2ш]

Эти выражения получены Е. Н. Блиновой (2).
Знаменатели в последних выражениях при известных значениях 

чисел т и п могут обращаться в нуль, это означает, что при неко
торых длинах волн решение (27) перестает существовать. В случае 
же, когда учитывается трение (с #= 0), как показывает (26). явления 
резонанса не будет. Наоборот, за счет трения происходит диссипация 
энергии, следовательно возмущения затухают.

Водно-энергетический институт 
Академии наук Армянской ССР

II. Մ ՄԽՒ^ԱՐՅԱՆ

Л սղ ւ|սւձ |iq ւուււր put |bGui շփւքան սւցրլեցսւ֊թյունր ծա|{> ւքակաթւչակիէւ 

if[>Gi>innin|i GG^ifuiG րաշխմ՚սւԶ Црш

\ե'1ււքելու1 (3) ա ՝ /"էս տ ա*հ Հ* /' '/ Հ'ա է որում րերվոէ-if Է մակարւյապի
ք,,սշքս1^ա^ !и*^՛ *11՛ է* լււ է A ը ft րյ Լ ա ւ ա կ աՆ լէ սւ րակ ւէՆ ա յ^Ն մթնոլորտի ^ամարէ ւէԼՆյ* ւսյս
խւստսւն pnetf հաշվքէ աոնո։ մ պլանե սւ արե *1ւ վ» и ահ մ անա յին *երտի ա ղ։քԼ ցու թ յուՆ ր {>Ն.(ՀաՆ
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րաշխման վրա, թնգունելով, որ շարմումր կագմված է հիմնական գոնալ ց ի ր կո ւյյա ց ի Ш յի է{ 
և նրա գ ր գոոլւքնե ր ից , մենը ելնում են ր Ֆ ր ի գ մ ան ի հավասարումից (6) տեսքով, որտեղ 
մթնոլորտն արգեն գիտվում Լ իրրև իրական մ ի հ ա վ ս, յ ր հաստատուն in ուր ր ու լենտ մ ւս^
ծ ուցի կո ւթյան գործակցով է ինտեգրե լով նշված հավ ասա ր ումե րստ րարձրության 0^.ի^

մինչև ОС’ Л ° 7 ավելով գծայնացրած ր ա ր и if ե in ր ական ( 11 ) ըան տձևից ոԼ ( 13 ) ձեավւոխոլ*. 
Ւ 31 if են ր ստսւնոլյ ենր ( ) հավասարումըէ ( 15)~ի ահ մասի աոահին անրյամը հաշվեմ

1ՈԼ համար Օգտվում ենրւ կոչ 1'^Ւ (”) հավասարումների սիստեմի (18) լուծում ի գ.
Տեղագրելով այգ լուծումը (7)~ ի մեջ, հնարավորություն են ր ստանում հաշվեի 
մեգ հետւսրրրրոգ անգամ ր (21) տեսրովւ Հերքին հավասարման ահ մ ասր մեգ հայտնի է, 
րան ի որ մենր փնտրում ենր էձնշման գաշւոր տված հ ե ր մա ս տ ի ճ ան ա , ին գաշտի գեպրում. 
Լուծումը փնտրում ենր (23) տեսրով, ա յ գ գեսլրում ч ա ր ր ի գ ո րծաէլի ւյնե ր ի համար ստա^ 
նում ենր (26) արտահայտությունները: Շփման ր ա д ա կ ա յ ո ւ թ յ ան գեսլրում ստացվում են

(27 ) ա ր ա ա հ ա յ տ ո ւ թ յ ունն ե ր ր է ո ր ոն ր ճշտությամր համընկնում են (1) ա պ քս ատ ան ր ո ւ.մ 
ստացված ա ր գյ ո ւն րն ե ր ին ! (%?) արտահայտությունների հացարարները որոշ ալիրային 
թվերի գեպրում կարող են գրո գաոնաչ, ա յ գ ոեգոնանսի վտանգը վերացվում Է * փ մ ան

ութ յան 
Վերքին

գեպրում, գա պարգ ե ր և ո ւ if է ստացած (2Gj արտահայտություններից, 
գե սլրո ւմ գ ր գոու մՆ ե ր ր մ ա ր ում են է
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