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Рис. I.

В настоящей работе рассматривается задача о кручении призма­
тического стержня с произвольным поперечным сечением, составлен­
ного из двух отдельных призматических тел, спаянных по боковым 
поверхностям, причем материал одного из них обладает свойством 
ползучести, а материал другого является упругим.

Пусть В—поперечное сечение стержня состоит из двух областей 
и В* (И = Вх 4- £)2). Положим далее, что в области О, материал 

обладает свойством ползучести, а в области О2 материал упругий.
Поместим начало координат в середине сечения рассматриваемого 

стержня, направив ось ог параллельно его образующим. Будем рас­
сматривать напряженное состояние и деформацию данного стержня 
при воздействии двух закручивающих моментов Л1кр, приложенных на его 
торцах г = ±1 и направленных по оси стержня ог (рис. 1). Заметим, 
что приведенный здесь 
метод, решения без осо­
бых затруднений может 
быть распространен и на 
случай, когда число об­
ластей, составляющих по­
перечное сечение данно­
го стержня, больше двух. 

Обозначим компо­
ненты тензора напряже­
ния и тензора деформа­
ции в областях Ву и В2 
соответственно через 
°՛!1.... Чг <"•••• г',',!-:

гй...; ։й.....Тй...*
Положим далее, как и при кручении однородных стержней, что 

все компоненты напряжения за исключением тЦ и (I = 1,2) равны 
нулю.



О(П = о(0 = о<0 = т") =0, (1=1, 2). х у : ху 4 '

Тогда уравнения равновесия для элемента стержня будут иметь вид:

дххг 
дх (2)(/ = 1, 2).

Первые два из этих уравнений показывают, что распределение 
напряжения не зависит от координаты г, а следовательно, оно одина­
ково для всех поперечных сечений стержня. Что касается распреде­
ления напряжения по сечению, то оно должно быть таким, чтобы 
удовлетворить третьему из уравнений (2). Это требование может быть 
удовлетворено введением такой функции напряжений 2),
зависящей от х, у и что

тп)=^1 ^=.^1
'хг ду ’ у1 дх ’ /3^

• со _ ^2
^=՜^’ Хуг------ ~д^'

где А', и А2 —значения функций напряжений соответственно в обла­
стях /9, и £)2.

Связь между компонентамй напряжений и деформаций для об­
лает Ох с учетом ползучести материала, как известно (’). может быть 
выражена в следующем виде:

С д гда=֊Й֊֊ С/1 I О и
•1 

кУ । | и *
•I

В области /Л, т. е. в упругой зоне, будем иметь

(4)

•/(2) ~
• XI

42)
Чу՝֊

-(2) уг
а, ՛ (5)

Здесь

о)(С т) —мера ползучести при чистом сдвиге материала облает 
О, и Ог — модули мгновенной деформации сдвига материалов соотет- 
ственно в областях и £)2.

Условия совместимости деформаций в данном случае будут иметь 
вид:

\ оу
д I дх“>_ Ох »>\ 

аУ \ Ох Оу / (<= 1, 2). (6)



Подставляя в эти уравнения выражения для и (/=1, 2) 
из (4) и пользуясь соотношениями (2) и (3). находим:

Г д .Р д ..I д՜ ֊֊ шг, х)дг,Уду 1 о»т у ’
ч (7)

где

д= д
дх1

•I

д
— есть оператор Лапласа.

Соотношения (7) представляют систему однородных интеграль­
ных уравнений Вольтера второго рода с ядром:

ка, -)=-֊ чл г).

которая, как известно, не имеет решений, отличных от нуля. Поэто­
му единственными решениями системы этих уравнений будут

Аналогичным путем из соотношений (2), (3) и (5) для Р2 не­
посредственно получим

^-АЛ. = 0. -^-ДЛ. = 0. (9)
дх &У

Из уравнений (8) и (9) следует

ДЛ = А,(а (/=1,2), (Ю)

где Д (£) —некоторая, пока неизвестная функция в области ко­
торая зависит только от времени Л

Таким образом, функция напряжений /\(х, у, Г), которая была 
введена при помощи соотношения (3). в каждой из областей 7Л(/=1,2) 
должна удовлетворять уравнению (10).

Обозначим контур, ограничивающий область поперечного сече­
ния стержня О, через £0. Тогда условие, что боковая поверхность 
стержня свободна от воздействия внешних сил, запишется в виде

+ тх^г = 0.

где / и т — направляющие косинусы нормали 
этом

п к контуру Ао. При

/ = соз(//, х) = ду
4։' т = соз(л, у) = —

(1х
д8 (12)



Пользуясь соотношениями (3) п (12), из условия (11) получим

дЛ։ d у dFi dx _ dF, 
ду d s 1 dx d s d s = 0

или, что

Ft = const f= C(t на контуре Ln,

(13)

(M)

где Сп — постоянная интегрирования.
Если обозначить через £12 линию раздела областей £>։ и £)2, то 

условия равновесия бесконечно малого элемента, находящегося в 
окрестности Л12, запишутся в виде

+ т,х$. (15)

где /։ и направляющие косинусы нормали V к линии раздела £|2.
Подставляя значения тО, т<։2’ и из (3) в (15) и замечая, 

что на линии раздела

/j = cos(v. = cos(v. у) = — dx
~ds ’

получим
dF, dF-I __ ®

ds ds
пли

F\ = Л։ + Cr2 на линии раздела £ia,

(16)

(17)
где С12 некоторая произвольная постоянная.

Как было показано в работе (2), величины произвольных посто­
янных Со и С12 без нарушения общности могут быть приняты равны­
ми нулю.

Тогда вместо условий (14) и (17) окончательно получим

Л = 0 на Л0| (т = 1, 2), (18)

F{ =F2 на £,։. (19)

Обозначим через и,, Vi и перемещения в соответствующих 
областях £),(/ = ], 2). Тогда для составляющих деформаций будем 
иметь:

т։п _ 4- д~- т<0 - ±2 . /901
oz ох. ’ - dz ду' (2и)

Подставляя значения и из выражений (4) и (5) в (20), 
получим:

(21)
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= 4*2
4? д,

ди.
’■' и

*
•I

(21)

д1Л)г т^> ди2 ды, х™ дъ.
дх 02 дг ду С2 дг ( ““ '

Умножая первые уравнения с1х(21) и (22) на а вторые урав­

нения на <1у 
с/з и пользуясь для и (/ = 1, 2) выражениями (3), на­

ходим
г

<Ч__ 1 дРх ГдРх д дихду &их йх
дБ " Ох ду ’ ) ду дх И’ х)ах дг дз дг дз ’

-։

ди.՝2 _ 1 дР2 ди2с1у дъ2(1х (23)
дз О г ду дг дз дг дз'

Так как перемещения в направлении оси стержня ю. а также 
двучленные выражения в (23), содержащие производные от перемен­
ных и и V, должны быть непрерывны по линии раздела £12, то в силу 
этого из (23) непосредственно следует

£ = £ 
О2кду О1 ду

--- 1 ֊т֊<о(Л т)^т-<7> дх (24)
*1

Продифференцировав первые уравнения (21) и (22) по а вто­
рые по х, находим, что правые части полученных соотношений дол­
жны быть равны. Земеняя в них значения и т<2 (/ = 1, 2) их соот­
ветствующими выражениями из (3), получим:

д~х\ 
дхдг

д*ил 
дудг’

1 \ р _ _ _ д2д2
(Г, 2~ дхдг ՛ дудг'

(25)

(26)

11о, согласно (10), имеем:
(27)

Тогда соотношения (25) и (26) можно записать в следующей форме:

С д , ч . „ д /ди. дг>х \
АМ- «. АМ^«М “‘ЭТ)’

V 
■ч

(28)
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(29)д2(0 = д I си. дс2 \
2дг I ду дх /

Пользуясь понятием о среднем вращении элемента в данной точке 
стержня 2,-, которое определяется, как известно (3), зависимостью

_ ду, ди,
~՜ дх ду* (< = 1. 2). (30)

придадим соотношениям (28) и (29) следующий вид:

4(0֊ дх
•I

А2(։) = -2сг֊.

(31)

(32)

Из соотношений (31) и (32) следует, что величины

не зависят от координат х, у и г, т. е. производные от углов пово­
рота по г в каждой из областей ОД/ = 1,2) зависят только от вре­
мени Л Но вдоль линии раздела £12 имеем полное защемление, сле­
довательно повороты областей О։ и О, должны быть одинаковыми:

дг
<22,

(33)

где 6(0 —угол скручивания на единицу длины стержня, зависящий 
только от времени I.

Тогда в силу (33) соотношения (31) и (32) примут вид:
I

Д,(/) - О, г)Л = - 20,0(0,
ч

(34)

А2 = -2 оде). (35)
/

Для определения 0(/) воспользуемся условием равновесия для той 
части скручиваемого стержня, которая находится между торцовым и 
произвольным сечениями. Будем иметь:

Ир р
Л։(х, у, 1)дхду + 2 Р2(х, у, Г)дхс1у.

о, о.
(36)

Таким образом, задача о кручении призматического стержня, со­
ставленного из различных материалов, с учетом ползучести, свелась к 
определению непрерывной в области поперечного сечения стержня О 
функции напряжений Р,(х, у, {), удовлетворяющей в соответствую­
щих областях ОД/=1, 2) дифференциальному уравнению (10), кон­
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турному условию (18) и условиям разрыва (24) ее нормальной про­
изводной на линии раздела £12. При этом значения функций Д։(/), 
Д2(^) и 0(0 определяются из соотношений (34), (35) и (36).

Приложение полученных результатов к решению конкретных за­
дач по кручению неоднородных стержней с учетом ползучести со­
ставляет содержание следующего сообщения.

Сектор математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Ն. Խ. 1ԱՐՈէՓՅՈՒՆՅԱՆ եՎ Կ Ս. ՋՈԲԱՆՅԱՆ
Տարթեր հյուրերից կաղւքված պրիղւքաձև ձողերի ոլոր if ահ ւՐասիհ* 

iniղр ի հսւաււոսւքււվ

Ներկա աշխատանքում քննարկվում է կողմնային if ա կ ե ր և ո ւյ թն ե ր ո վ իր*սք հետ զոզ֊ 
ված երկու տարրեր մարմիններից կազմված կամայական րնզ լայնական կտր ր-
վածք ունեցող ձողի ո լո ր մ ան խն զ ի ր ր, ե ր ր ձողի հատվածքի D յ տիրույթում նյութր օմտ֊ 
ված է սողքի հ ատ կութ յա մ ր ք իսկ D*j տիրույթում' աոաձզական Լ։

քննարկվող խնղրի լուծումը քերվում է ձողի րնղլայնական (լարվածքի Լ) = Լ) յ ՜ք" D », 
տիրույթում անընդհատ լարվածությունների y, է) ֆունկցիայի որոշմանը, որր բա­
վարարում Հ՜ ՃՀ և Լ}., տիրույթներից յուրաքանչյուրում ( 10) հավասարմանրէ ք 18 ) եզրա­

յին պայմանին և նորմալ ածանցյալի թ^ի՚էԸի էՂա J մանին {_) յ և Լ)շ տիրույթների
ր աման ման զ ծ ի վրաք րն զ որոէ-if AJt)> An(t) ե 0(է) ֆունկցիաները որոչսւմ են (34), (35)
/յ (3G) հավասարումներից
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