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Несколько замечаний по поводу аппроксимационной задачи 
С. Н. Бернштейна 
(Представлено 23 XII 1954)

1. В 1923 г. С. Н. Бернштейном была поставлена следующая 
задача.

Каким условиям должна удовлетворять неотрицательная функция 
А(х),— оо<х<^оо, для того, чтобы соотношение

։п! Бир //(х) /(х)— Р(х) | 
;Р) ( —<ю< л < х

выполнялось для всякой непрерывной функции /(х) с условием
Ь(х) /(х) -+ 0.

В случае, когда весовая функция //(х) убывает при х ֊> ± ос доста­
точно регулярно, а именно так, что функция

Л'(х) 
Л(х)

монотонно стремится к — ос при | х ֊> ос, задача была полностью 
решена в работах Н. II. Ахиезера и К. И. Бабенко (’)> А. Л. Шаги- 
няна (2) и М. М. Джрбашяна (’). Необходимое и достаточное условие 
полноты в смысле (1) заключается в расходимости интеграла

(2)

причем необходимость этого условия справедлива для любых Л(х). 
без ограничения на регулярность их убывания. Преимуществом этого 
результата является то. что условие полноты формулируется непо­
средственно в терминах быстроты убывания функции Л(х). Существуют, 
однако, и другие подходы к решению задачи, когда те функции Л(х), 
Для которых имеет место полнота, характеризуются не через скорость 
их убывания, а через другие свойства А(х), выполнение или невыпол­
нение которых по большей части также трудно проверить, как и сам 
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факт полночи. Из большого цикла рабо1 в этом направлении приведем не­
сколько примеров. В работах И. И. Ахиезера и С. Н. Бернштейна (♦• '») 
установлено, что если функция й(х) такова, что множество тех 
точек, в которых Ь(х) Ф 0 имеет предельную точку на конечном 
расстоянии. то полнота будет иметь место для тех и только 
тех функций 11 (х\ для которых

$ир С!” I Q.WJL dx g
,1 14-х-

где верхняя грань берется по всевозможным многочленам Q(x) с
условием

//(д') | Q(x) |^1. — ос < х < ос .

В работе Полларда (*)  показано, что если й(х) непрерывна и й(х) >0. 
то необходимым и достаточным условием полноты является рас­
ходимость интеграла (2) и существование последовательности 
многочленов рп(х), для которых

* В формулировку теоремы 2-работы автора (•) вкралась описка. Вместо 
(г) = ос следует читать /И п (г) = эд.

и-1 х

I ini
П ֊> ОС

(Х) = ■ 2. Л(х) рп (х) | const, — ос < X < ОС .

Автором доказано (7). без каких-либо ограничений на й(х). что не­
обходимое и достаточное условие полноты в смысле (1) заклю­
чается в соотношении

М h(.v) (Z) — 00 /т z ■ О,

где A/t(v)(z) = sup P(z) в классе всех многочленов, удовлетворяю­
щих неравенству *

?(*)  Р{х) |^1, — ос < х < ос.

В этих трех примерах, очевидно, задача о полноте по существу 
не решается, а сводится к ору гик задачам, не менее сложным 
В направлении же прямою решения задачи можно указать лишь при­
веденный в начале заметки результат о расходимости интеграла (2)» 
После этого результата существенных сдвигов нет. Таким образом. 
аппроксимационная задача С. Н. Бернштейна пока еще далека от 
своего полного решения.

В настоящей заметке мы приводим несколько замечаний об 
этой задаче без ограничений на регулярность убывания функции 
и на множество ее щелей. Эти замечания позволяют делать опре­
деленные суждения о специфике и трудностях решения задачи в об­
щем случае.
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2. а) как бы медленно ни стремилась к нулю функция ц(х) > О 
|х -  оо , можно указать.такие весовые функции й(х), что полнота 
с весом И(х) в смысле (1) не имеет места, однако система полино­
мов становится полной, если в качестве веса рассматривать 
р(х) Ь(х). В частности, из полноты с весом Фх) не следует пол­
нота с весом (1 + |л'|։ ) А(х), е^>0.

*

б) Существуют функции й(х), такие, что соотношение (1) 
справедливо, однако система линейных комбинаций всех целых по­
ложительных степеней г (без константы) оказывается не пол­
ной с весом И(х) в классе функций ф(х), равных нулю при х = О, 
непрерывных и Л(х)/(%)-> 0, х ± оо .

в) Изменение значения функции Л(х) только в одной 
точке может привести к неполноте: существуют неотрицатель­
ные функции Нх(х\ /12(х). такие, что йг(х) = Л2(х), х -# а, однако си­
стема полиномов полна с весом й}(х) и неполна с весом й-.(х).

г) Как бы медленно ни стремилась к нулю функция при 
х -  ± оо, при одном лишь условии, что*

Пт у(х) | х ՝ = 0, £ = О, 1, 2, ... (3)
|х|-со

оказывается возможным указать весовые функции !Цх}, такие, что 
система полиномов с весом й(х) полна, в то время как И(х) убы­
вает к нулю медленнее у(а*)  на некоторой последовательности то­
чек, у ходящих в бесконечность-.

Л(х) > У(х). л*  => х։, х:, ...
Снять в э1 ом утверждении ограничение (3) невозможно: как только 
предел левой части (3) не существует, или отличен от нуля, так, 
очевидно, система полиномов не полна с весом уГх).

Приведенные выше предложения доказываю тем с помощью еле- 
дующего критерия полноты для функций Л(х), отличных от нуля на 
множестве точек X*  , | ХА-1 -> со , /г ֊► со .

Пусть Хк — последовательность точек на вещественной оси 
с единственной предельной точкой на бесконечности. Числам Ха 
поставим в соответствие последовательность еа-:

Если И(х) = 0, х 4= X, и
Л(Хл) = 0 (еа ),

'по система полиномов полна с весом И(х).

Если Ха 1
Хл

1 и )Цх} произвольная неотрицательная

функция, то из сходимости ряда

Ю*)
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следует неполнота системы полиномов на оси с весом Л(х). Это 
критерии выводится из теоремы .11, 12. 13.работы Холла (8) и упомя­
нутого выше результата автора.

3. Доказательство сформулированных выше утверждении. 
а) Для наперед заданного медленно убывающего множителя 
рассмотрим непрерывную и строго монотонную функцию ?(х)^>0 
с условием

Р(х) < ?( М ). ?(*)  -*  О, X ֊> Ос .

Пусть ЛЛ ъ ՛ (-ув!’ где ? 1 (*)  функция, обратная к е(х). Функ­

цию А(х) определим, полагая равной нулю нне {л, ) , а в точках л*
Л(ла ) = &։։а -

Так как ряд (о) сходится, то система полиномов нс полна с ве­
сом Л(х). 11о

?(А )

и (4) выполнено, так что система полиномов полна с весом ?(х) /т{х) 
и, тем более, с весом р(х) Л(х). %

б) Если бы система всех целых положительных степеней х была 
полна с весом /йх) в классе непрерывных функций /(х), /(о) О, 
Л(х) /(х) - 0. то для произвольной непрерывной /(х). равной нулю вне 
некоторою отрезка, и для функции А(х), равной нулю на отрезке 
| — 1. 1]. мы имели бы

ш1 $ир А(х) |х}(х) х Р(х) | = 0,
т. е. полноту системы полиномов с весом (1 + х ] А(х). По выше было 
показано» что существуют А(х) с условием (1), равные нулю на отрез­
ке | 1, 1] и такие, что вес (1 4-|х|) Л(х) недостаточен для полноты.

в) Из пункта а) следует, что существует функция //0(х), равная 
нулю всюду на отрезке [—1, 1]. кроме х==0, //0(о)=»1, и такая, 
что (1) выполняется, однако система полиномов не полна с весом 
(1 + |х |) /?0(х) = А,(х). Пусть Л։(х) (1 ֊Н х |) Ь^х), х ф 0, Л։(о) == О-
Покажем, что для //,(х) соотношение (1) выполняется. В самом деле, 
из (1) для Л0(х) следует, что для всякой непрерывной функции /(х), рав­
ной нулю вне некоторою отрезка, и для любого е^>0 существует по­
лином Р(х*  с условием

Л0(х) |х/(х) —Р(Х)|<Е
и, в частности, |Р(о)|<е. поэтому

Ав(х) х/(х) — (Р(х) — Р(о)] | < Све.
Из этою неравенст ва, имея в виду, что //։(х) < 2 | х | Л0(х), получаем
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X

г. е. для //,(х) справедливо (1).
г) По заданной функции у(х) определим числа Хм Х2, ... . Пусть 

Л] 1. Если Хп а,. ... , Х/с _। уже определены, X  выбираем так, чтобы 
выполнялись неравенства

*

а*- >• 2Хл-_ j

(б)

I а кое число X*  существует в силу (3). Пусть

h(x) = 0. х =# а, . Л(Хл) = • 

k

Для построенной таким образом последовательности имеем, очевидно 
Л(Х*  ) > у(Х* ).

Так как Л(Х*)  = О (еА-), система полиномов полна с весом И(х).
4. Аппроксимационная задача С. Н. Бернштейна, как известно, 

связана с исследованием целых функций с заданной мажорантой на 
бесконечном множестве точек и нулей целых функций.

М. Л. Картрайт (9) установлено, что целая функция первого по­
рядка и типа ограниченная в точках о, + п, обязана быть огра­
ниченной на всей оси, и если Епт /(л) = /, то 

п -*  эо
lim f(x) = I.

X -*•  ал
f. Сеге и Г. Полна (10) заметили, что если /(z) целая функция пер­
вого порядка минимального типа и !/(л)1=0 (|л|* ), s > 0, го /(г)— 
полином степени не выше s.

Если f(z) — целая функция второго порядка минимального типа, 
то из ограниченности f(z) во всех точках плоскости с целочисленны­
ми координатами следует, что /(z) = const (Уиттекер (։։)).

Мы приведем результаты, относящиеся к случаю медленно ра- 
сгущих целых функций, или же достаточно редких совокупностей 
точек, на которых функции ограничены.

Пусть Ар а.,, ... . Хя, ... —произвольная последовательность то­
чек на плоскости комплексного переменного z, удовлетворяющая усло­
вию

X*
^оставим функцию

1 nycib

/^(z) = П I 1— ■»—\ 
-ч I

\

.И(г) = max |B(z)|, |г|^г.

(7)

(в)
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Отметим следующие свойства целой функции Я(г), которые выво­
дятся непосредственно из ее определения.

Если для какого-либо к
. (1 4֊о) |*л  |<|г|<(1 — б) |лА.+1|, 

то
|В(г)|>ДЛЦ|г|). (9)

Постоянная Я зависит лишь от точек {л, ; и числа о^>0. 
Для любого к = 1,2, ...

ВМ(|кА|)<|ХА||В'(Ал)|<С7И(|Х*|), (Ю)
гое В^>0, С^>0 нс зависят от к.

Пусть 0(г)— произвольная целая функция, растущая медленнее 
Л4(|г|), т. е. удовлетворяющая неравенству

шах 0(?); — 0 | Л4(г)|. (И)
И < г

Имеет место следующая интерполяционная формула

(}(z) ~ B(z) V G(kk) 1
- wTTT^xr՛

Для вывода этой формулы достаточно рассмотреть интеграл

_L 1՛ __GW_ dt
2xi J B(t) (t~z) ՛

Ck
pacnpociраненный по контуру C\•: |1 j = (1 -1- 5), лА', где 5>0 доста­
точно мало, устремит ь к к бесконечности и воспользоваться (9).

Функция B(z) является в известном смысле наимедленно расту­
щей функцией, обращающейся в нуль в точках лп к,, ... Действи­
тельно, если целая функция G(z) удовлетворяет (И) и имеет 
точки Aj, л2, ... нулями, то G(z)=0. Это непосредственно следует 
из (12). Если же

ютах G(z)\<Kr'M(r), s > 0. G(kx ) 0, то G(z) = Qs (z) B(z),
1 ■? I < г

где Q.< (z)— многочлен степени
Целая функция G(z),удовлетворяющая соотношению

I i m
Г ► 00

In max O՝(z) | 
121<r

In =֊ о (13)

и ограниченная в точках к,, , кп, ... тождественно равна
постоянной.

В самом деле, из (13) следует, что каждая из функций [(7(г))' 
удовлетворяет (11) и следовательно для этих функций справедлива 
формула (12). Считая | О(Х* ) | < /V, имеем 

I
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' ' 1 ' ՛ ~ |B'(A*)|-|z-X 4|A •!
поэтому, если |z — kA.| > 1,

fl г
I G{z)\<ZLN y/Af(|z|).

Устремляя лк ос. получаем
I G(z)|^A.V

в области z > 1, а следовательно и всюду на плоскости, т. е.
О(г) = const. Отметим етце одно следе; вне из (12).

Произвольное семейство целых функций <j^(z), удовлетворяю­
щих (\\), оказывается нормальным на всей плоскости, если

/И(л, )

Формулы, аналогичные (12), рассматривались в работах (*).  (■՛) и др.
Сектор математики и механики
Хкадемии паук Армянском ССР
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