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Пусть производится п независимых испытаний по отношению к 
некоторому событию А, вероятность наступления которого н каждом 
испытании равна р.

Тогда, как известно, вероятность того, что событие А осуще­
ствится ровно т раз, 0</и*^л, определяется соотношением

Рп(тп) рт т р). (I)

Распределение вероятностей, определяемое ф-лой (I), известно
в теории вероятностей как биномиальное распределение.

В работе П. А. Козуляева (') было изучено асимптотическое по­
ведение Рп(т) при п ֊* ое> и различных с тношениях между лид.

Было доказано, что если а 
р —V

■т
где а > 0 — постоянная.

а <у(л) — функция, бесконечно возрастающая вместе с п, то, в зави­
симости от порядка роста с(л), могут представиться лишь следующие 
три случая:

1. Я»(0)---- ► 1 и Рп(т)---- > О
(л -»ос) (л-*оо)

для любых т>0, т. е. предельным законом распределения случай­
ной величины т является несобственный закон.

Х* е~к2. Рп(т) —-► ----- ;—(к — постоянная), т. е. предельным законом
(Л-оо) т‘

распределения случайной величины т является закон Пуассона.
3. Равномерно в каждом конечном интервале значений

I "РЧ
справедливо с отношение

Рч(ш) = I
| 2г,прд

(14-0(1)).



В этом случае, как известно, для любого z

tn - tip
V'npq

1. е. предельной функцией распределения случайной величины —7=^
Упрд 

является нормальная функция распределения.
Более детальному изучению асимптотического поведения бино­

миального распределения посвящена работа 1О. В. Прохорова (а).
Нашей задачей является провести асимптотическое исследование 

мультиномиального распределения вероятностей.
Пусть производится п независимых испытании по отношению 

к несовместимым событиям А։. А2. ... А, . вероятности которых в каж­
дом испытании равны соответственно р։, р2, ... , р5

и
Л
Ул 1-
Т-1

Тогда, как известно, вероятность тою, что при п испытаниях 
событие ՝А։ осуществится /л, раз, событие А2 — т2 раз, , событие 

/ X \
Ах —ms раз I У т,= п определяется соотношением 

\ Т-1 /

РД/и։, т2. (2)

Распределение вероятностей, определяемое соотношением (2), 
называется в теории вероятностей мультиномиальным распределением.

Мы хотим изучить асимптотическое поведение Рп (тх. т2, ..., лтЛ) 
при п -* оо и различных соотношениях между п. р{, р*,... и рх.

Прежде всего известно, что если вероятности р։. р2, ..., р, 
являются постоянными, то при п ֊♦ оо равномерно относительно всех 
лл( (/ = 1, 2...........з). для которых 

находятся в конечных интервалах.

РД/л։, т2.......ms
Хи П

1------е
V (2теп),->1 р2... Ps

(1+о(1)). (4)

(Многомерная локальная предельная теорема Лапласа.)
Из локальной теоремы Лапласа следует также и интегральная 

теорема Лапласа, заключающаяся в том. что какова бы ни была 
(5—1)-мерная область С, для которой
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У V прь 41 = О,
/-1

равномерно относительно О имеет место соотношение

'~а а------ а---- ГР(О)(—») | -?1 е Л-,

(2п)։ ' у рд, о
/—1

где ^ — элемент объема области О (см. напр. (’) , стр. 78).
Теперь предположим, что вероятности р։ (/ = 1, 2...........$) не

являются постоянными.
Пусть V

А=^Г) <‘=]’2...........= <5)

1-1

тдс ^>0—постоянные, ?/(//) функции, бесконечно возрастающие 
£ п и удовлетворяющие предельному соотношению

* С/ , 0 С/ со (I — 1, 2, , 5 1). (6;
// (/1 —эс)

Рассмотрим возможные случаи:

I. С/ = 0 (I — 1, 2, ... , 5 — 1).
•В этом случае из (5) и (6) следует, что 

пр, ֊* оо (/=1,2, ..., 5) при л -* оо, 
а так как согласно (3)

. т, = пр, 4- Х-, } гпр, д, (/=1, 2.........з),
то величины т, также безгранично возрастают при п -► ос. если 
только X/ находятся в конечных интервалах.

Поэтому, чтобы найти предельное соотношение для (2), можно 
ко всем факториалам в соотношении (2) применить формулу Стир­
линга и далее поступать совершенно таким же образом, как при до­
казательстве локальной теоремы Лапласа для общего случая схемы 
независимых испытаний (см. напр. (3), стр. 65— 67).

При этом легко обнаружить, что оценки, используемые для до­
казательства теоремы Лапласа, верны не только при я-* а и постоян­
ных р, , но и в данном случае, т. е. когда р, -► 0 при п — ос, но так, 
что пр, -► оо (/ = 1, 2, .... з— 1).

Следовательно, в рассматриваемом случае также справедливо 
•соотношение (4), т. е. при п -> ос
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Рп(ти т2, ...
1 - — 2 41

тх) = — — — е ‘ /»։
]/ (2пя)5 Р1Л2--Л

' О+оО))

равномерно для всех /л, (I — 1, 2, , 5), для которых х։ = т, пр, 
1 прТср

находятся в конечных интервалах.
И. 0<С( <оо (2 = 1, 2..........5—1).
В этом случае, при п ֊* оо величины пр-, (2=1, 2........х— 1), как

это следует из (5) и (6), остаются ограниченными, а, следовательно, 
остаются ограниченными также и величины т, (1 = 1, 2, ..., 5—1).

Заменив в соотношении (2) вероятности р։(2=1, 2, ..., з) по 
формулам (5), получим:

Рп • •• , ) —

т,\тг\... (п—иц — т.----------|)!
5 — I 

• н /я ।
1 / \ •-։

______________]_____________ । _ V а‘ ]
(Ф|(Л))/П'(<Р1(Л))/П։... (?5-1(л))^-1 I -и (п) I

/7^*1 /7^5 л ։и{ и2 ...ихХ
тх1 т2\ ... т^1

^-1 \ / I а:
5 я։/ I I 1— V -----------

, / I . .

а так как ввиду соотношения (6) и ограниченности /п, (2=1, 2,..., 5—1) 
при // ֊> ос
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то

П1. С, = оо (2=1,2..........5—1).
В данном случае из (5) и (6) вытекает, что пр, _> 0 (2 = 1,2, 1)

при п — оо . При этом, если хотя бы одно из чисел т, (2=1,2 $—1) 
отлично от нуля, то

Р„ (пг՝, т2,... . т5) =

= ^5֊1 = 0, то т$ -п и, как это следуетЕсли же ту -т2 = 
из (2) и (5),

Рл(0, 0, ... , 0. п) =

Логарифмируя обе части последнего равенства, найдем, что

1л Рп (0, 0,..., 0, п) = 0 ( 0 при п ж'

Следовательно,
Рп (0, 0.......О, п) ֊* 1 при п — ос.

IV. Теперь рассмотрим случай, когда
О С/ < оо, 2 = 1,2,..., к,

С, =0, 2 = * +1, & + 2, ... , 5 —1 (1 ^/5^5 — 2).
Очевидно, что в этом случае при безграничном возрасстанин п вели­
чины пр, остаются ограниченными при 2 = 1, 2,..., к и безгранично 
возрастают при 2 = к + 1, к + 2.......5 —1,5, а следовательно, и ве­
личины пц должны быть ограниченными при 2 = 1, 2, ... , к и безгра­
нично возрастать при 2 = к + 1, к + 2, ...» 5 — 1, 5.
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Как нетрудно убедиться, соотношение (2). если в нем заменить 
р< (/ =1,2, ... , 6) по формулам (5), можно представить в следующем 
виде:

Рп (тг тг, ..., тх ) =

а” а"*»... а?к 
т^\ т2\ ... /па!

/г!

1 (ЯР։(л))т'(ф#(«))т-- ... (фх(л)У"*

/п*+11 лг^+2! ... /п5 !
рт*+1 птк, I
Рь±\ г ь+г -"Рз (7)

Таким образом, вероятность Рп(ту, т2, ... , /пЛ) представлена 
в (7) в виде произведения трех сомножителей. Первый из этих сом­
ножителей от п не зависит; что касается второго сомножителя, то 
легко видеть, что согласно (6)

и!
к

п— т. ? (Мл))"**

Для третьего сомножителя ввезем обозначение
А

(8)

9
Рп (Мк + |, тк ^2, . ---4__________'__  пт><+\ птЬ+2 птх

тк^\тк+2\...тх\Рк^ Рк^ (9)

Пусть

(/ = 6 4-1, £ + 2,... , 5). (Ю)

Очевидно.
3

Согласно (9) и (10) имеем:
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Рп (тк I. ........ т,} =

Но, во-первых,

к V
- 1

во-вторых, при п -> ЭО
к 

п — У , /л, 
< 1

ГН

тк ։ ! тк 2 ! ... т. !

'՝ ‘ ' Р՛^ Р’к

равномерно для всех
т, пр\ 

----- нахолятся
V пр\ч\
Таким образом.

‘Ч

' ’1
- Я 1*1 
* + 1

5). ДЛЯ которых

в конечных интервалах.

Рп (/яа । » ^*+2 • •

___ 1
I/ (2м)-*-1 А

■'֊*+' (1+о(1)). (11)
• Р*

2 ■ • • Рх

к

7

— е

Следовательно, из (7), (8), (9) и (И) окончательно получаем, что при

Р„{тх. т2, ... , т, ) =
п * оо

71



равномерно для всех т, (/ = &-{- I, к Е 2....... 5), для которых д< нахо­
дятся в конечных интервалах.

V. С, = ос при 2=1, 2, ... , /?,
С, = 0 при 2 к 4֊ 1. к 4֊ 2, ... , 5—1 (1 < к < 5 — 2).

В этом случае, если хотя бы одно из ;«,• (2 = 1,2, ... , к) отлич­
но от нуля, то второй сомножитель в соотношении (7) при п + а 
стремится к нулю, а потому Р,։(/м1։ т2, ... , т5)------ ►О. Если же

тх т2—՝՝ ՝ гпь о« т° первый и второй сомножители в (7) раины
единице и, следовательно, согласно (9) и (И) при/? — оо

Л, (0.......О, м* | , /И*. 2 , . /И» )

- _ ■ ■ — * ՛ Л ’ (14-о(1))
| (2<1/?) р^ । р^ о... р^

равномерно для всех т, (I к 4՜ 1. Л 4՜ 2» ... ,5). для которых л՜, на­

ходятся в конечных интервалах.
VI. С, = оо при 2 = 1, 2, ... , к.

к^зО
В этом случае, заменяя в соотношении (2) вероятности

1, 2.......... 5 — 1) по формулам (5), получим:

т2,... , /щ ) =

(1т1 I
~тП /и,

п\ ___________
п))т'

5—1

5-1
Е т1 I I

I

Поступая так же, как в предыдущих случаях, легко докажем, что

5-1
1-V -21 

—1 '?< ( 
/- 1

1 
л — V т । 

1-1 5- 1 <4

п\
т3! (Ф։(л))'”'(э,(я))’п п' ь -1 — * О, если хотя бы одно из т1

а
»

, к) отлично от нуля

/1!

И

։.V
если тх = т2 = ... = = 0.

11оэтому
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Рп(тг, րո2, ..., ms) - — 0, если хотя бы одно из mi (/=1, 2 • (Л-* с») . \
отлично от нуля и

Р„ (0. О,
5 —I

0. тк+1 րո^ջ.............ms)----- * ք՜[И-оо)
VII. G = оо при i = 1. 2, ... , k.
0< С, < co при i = k 4- 1, k + 2, ... , I,
С. = 0 при I — I + 1, 7 + 2........ $ — 1.
Ограничимся формулировкой результата:

Рп(ти т2, ... , тх) -*■ 0, если хотя бы одно из
(л-* Оо )

т, (7—1, 2, .,. . к) отлично от нуля 
и при и -*֊ сю.

Ря(0, 0. , 0, /Пхг+ւ тк+2, .... mi. ոս+1, ... , ms) =

I

5

'՜'՜'/Հ,... p's

равномерно относительно т, (I = I 4- 1......... 5), для которых х\ нахо­
дятся в конечных интервалах.
Сектор математики и механики
Академии наук Армянской ССР

U. Խ. ^ՒՄԱՆՅԱՆ
Xiui|iufitijl|ui(]iiL-pjiiL-G(ib р ի ւՐոէ I in |16шГ|1иц punftiiTuiG ասիւք iqinnin ԻԿ 

ուասլք հաս իր ութ յ ni_Gp

?•/» у ուր կ ատ ա ր // nt if են fl անկա /и փորձեր /4 լ # /4շ1 /1у անհամատեղելի պա տ ա -

արների ն կ ա տ մա մ ր ք ո ր ոն у հ ա վ ան ա կ ան ո ւ թ յ ո ւննե ր ր յ ու ր ա ր ան չյ Ո Լ ր փորձում հավասար 
(Տ ս

ՃԱ pi = 1 Jr tt/7 ղե պրումք ինչպես հայտնի Լէ
1—1 /

^ավանակսւնութ յուն րք որ П փորձերի րնի/ տу րոէ մ յհ յ պատահարր տեղի կունենա քքք
/ Տ \/ уч

•^նւ/ամք պատահար ր՝ Щп ան ղ ա մ է •••/ А$ պատահարր^ ՀՈհ անէք ամ I ffl- = Ո If որոչ-

-In. մ է p„ (m Ո1Դ, ms ) = ■ - -------- ---j- Pl Pi - ••• Ps J աոնչո. թյամր,

U,jn ա ոն չուի/ յա մ ր որոշվող հավանականությունների րաչքսումր հայտնի է -ւավա^֊ 
էականությունների տեսության մե <? որպես մուլտինոմիալ րաշթում։

Ներկա հողված Ո* մ ղ իտա րկվտծ կ հավան ականոէ թ յոէննե ր ի մ ուլտինոմ իալ բաշխման 
^•սիմպտոտիկ վ ա ր ր ր Ոք րՀէ թ շ» •••> թ$ մեծությունների միջև տարրեր ա Ոն չո ւ թ յ ո ւնն ե ր ի 
^•ւկայության ղեպրքւլմք
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