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МАТЕМАТИКА

А. Л. Шагииян, действ, чл. АН Армянской ССР
Об аппроксимации в среднем гармоническими многочленами (Представлено 12 X 1954)

I. Имеется значительное количество результатов по вопросу о 
весовых полиномиальных приближениях, а также по приближениям 
в среднем как в двумерных областях, так и на кривых линиях. В об­
зорной статье ()  приведены решения некоторых задач такого рода.*
а также соответствующая библиография.

В настоящей заметке указываемся пу1ь перенесения упомянутых 
результатов на случай приближений гармоническими полиномами.

За исходное принимаем теорему о том, что гармоническую в
замкнутой жордановой области 1} функцию можно равномерно ап­
проксимировать в и гармоническими полиномами.

2. Пусть У конечная область типа Каратеодори. т. е. граница 
области У совпадает с границей бесконечной области, содержащей 
точку 2г==оо. Как известно, для такой области У можно построить 
последовательность жордановых областей

таких, что |У("Ч сходится к У как к ядру.
Обозначим через н(г) (г = х 4- <у) гармоническую и ограниченную 

в 2 функцию

Отобразим конформно У1"1 в У функцией 

* = ?л(0 
так, чтобы

0) = 
?л(и >

Из сходимости К ядру Й следует, что равномерно в 2'С«

Птуя(0 = I 
л’“ , (1)
Нт?„(7) = 1 
п -*  *•  '
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Из ограниченности и(г) и соотношений (1) следует:
Лемма. Если п(х) ограниченная и гармоническая в конечной об 

ласти 2 типа Каратеодори, то

Нт I I | н[<рл(;г)] — и(г) \рдъ = 0, р > 0. (2)П -*
2

_ •
В этой лемме функции и[<ря(г)]։ гармонические в замкнутой об­

ласти Й, очевидно можно заменить гармоническими многочленами 
{Нп(х, 7)}. Приходим к утверждению, что в любой конечной обла­
сти 9 типа Каратеодори ограниченные гармонические функции 
аппроксимируемы в среднем гармоническими многочленами.

3. Переходя к основной цели нашей заметки, ограничимся одной 
определенной задачей. Исследуем задачи об аппроксимации в сред­
нем в области типа .луночки14, т. е. в области, топологически экви­
валентной области, ограниченной двумя соприкасающимися окружно­
стями.

Пусть Сг есть окружность |г—1| = 1, Со произвольная замкну­
тая кривая Жордана внутри Ср с единственной точкой соприкасания 
с Сх в 2 = 0. 9 — область, ограниченная кривыми С1 и Со. Сначала 
допустим, что окружность (| = р пересекается с С։ и лишь в 
двух точках.

Ставится задача о приближении в среднем гармоническими по­
линомами функции н(г), гармонической и ограниченной в 9.

Преобразованием /=]/2—20, где 20— какая-либо точка внутри 
Со, переводим 9 в область 9*,  принадлежащую, очевидно, классу 
Каратеодори. При этом функция и(г) переходит в функцию и(г0 + /2), 
которую в 9*  можно аппроксимировать в среднем гармоническими на 
/-плоскости полиномами {Ял(/) | так, что

1։т | п(20 + /’) — Н„(Г)\рс1а ==0.
2*

Перейдя обратно на г-плоскость, получим:

Но множитель т----------  ограничен и сверху и снизу, поэтому
I -0 :

Нт 1 11 и (2) — Нп(г) \р да = 0.
Л оо

2

В этом равенстве Нп(г) есть линейная комбинация 1 ункции

(3)
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kyr -лr cos */» • by sin-—֊

* = 0, 1, 2, ....
Из (3) следует, что задача 

скими полиномами {Ря(л, _у)}
об аппроксимации u(z) гармониче-

РДх, у) \pda = 0 (4)

и

сводится к задаче об аппроксимации в среднем функций

Но эти

и к/. . k<f> sin -Л

рункции являются соответственно вещественной и мнимом
частью функций (г — > (Л = 0, 1, 2, • • •).

Задача об аппроксимации этих последних комплексными поли­
номами разрешена (2՛3). Допустим наша область 2 такова, что в 
ней имеет место полнота относительно аналитических функций ар­
гумента г. Тогда для (г — г0)“/2 можно подобрать комплексные поли­
номы {Гл(и)) такие, что

2

Отсюда следует

lim Г П/’cos-֊Рп(х, j/) \pda = 0
Л “♦ ос 1 I 

2

и /
lim I f|r/՝ ’sin ֊---- Qn(x, у) \pda = 0,

п -♦ »© 1 I £
2

где Рп и Q/j гармонические полиномы:

Рп = ReelTrt(z),

Qn = Im Tn(z).

Тем самым доказано, что ограниченную и гармоническую в 2 
функцию можно аппроксимировать в среднем гармоническими полино­
мами, если в этой области имеет место полнота полиномов от г.

Эта последняя задача решена для широкого класса областей, 
в частности и для 2, при аппроксимации средними квадратичными 
(2֊3).
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В статье (4) мы показали, что необходимые и достаточные усло­
вия полноты полиномов от z в классе при любом р >0 те же, 
что в для р = 3. Пользуясь результатами этой статьи, доказываем 
следующую теорему.

Теорема 1. Если Г(р) линейная мера дуг, отсекаемых областью 
Q на | z | = р и 

то ограниченные и гармонические в й функции аппроксимируемы 
в среднем любого порядка р гармоническими полиномами, при ус­
ловиях՝.

1. e(po>։ ig4--e(p).
I

при некотором о > 0, начиная с достаточно малых
р и *=^ 0< 1;

2. 6(рО>^.6(р),
при t^\, некотором q^>0 и р^р0;

3. jG(f)tft=oo.

(5)

В частности условия (9) выполняются при

где е>0 и lgpx =
В Q ограниченные гармонические ункции аппроксимируемы

средними порядка р>0 и при условиях, указанных М. М. Джрба- 
шяном (а) для полноты комплексных полиномов в классе 22 аналити­
ческих в Q функций*,  т. е. имеет место: 
Теорема 2. Если

Т(р) = е

и 6(р) удовлетворяет условиям

— оо при р ֊> 0,

в) fl(t)dt=oo,о
рО'(р) 

а) монотонно й г е(Р) (6)

* Класс определен рающих условию f(z), голоморфных в 2 и удовлетво-рункцииНкак класс

100



I

то любая ограниченная и гармоническая в 9 функция аппроксими­
руема в среднем степени р^>0 в £2 гармоническими полиномами 
{Нп(х, з/)), т. е.

inf |п(х, у) — Нп(х, у)|/,б/а = О.J J'J<2

Построениями, аналогичными тем, что имеются в статье (4), дока­
зываем существование областей, для которых выполняются условия 
теоремы 1, т. е. в них имеет место равенство (4), однако в этих об­
ластях условие (а) теоремы 2 не выполняется. Доказывается также, что 
построенные области нельзя охватить более широкой областью типа 
Q, удовлетворяющей условиям теоремы 2. Тем самым доказано, что 
условия теоремы 1 характеризуют определенный класс областей, в кото­
рых имеет место полнота в ранее указанном ограниченном смысле и. 
однако, теоремой 2 вопрос о полноте в них неразрешим.

4. Наконец, доказываем, что достаточные условия, приведенные 
в условиях теорем 1—2, вообще говоря, также необходимы.

Пусть Q область, описанная в § 1, и для и(х, у) гармоническом 
и ограниченной в Q

А/„(х, >)j/'(Za = O.

Отсюда следует

| Нп(х, у) const,

где const не зависит от Нп.
Обозначим через z0 произвольную точку внутри 2, а через о 

расстояние точки z0 до границы Q.
Тогда

1ЛО"

Пользуясь этой оценкой и известными теоремами искажения Аль- 
форса, доказываем, что:

Теорема. Если кривая Со такова, что она соприкасается с 
С1 в начале координат, а |г| = р пересекает каждую из кривых 
Со и С1 в одной точке, то из условий
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следует нормальность полиномов {Нп} внутри окружности С}, а 
следовательно, также регулярность и(х, у) в этой области.

Это показывает, что при ограничении, накладываемом на область 
Й, аппроксимация в среднем, вообще говоря, невозможна.Сектор математики и механикиАкадемии наук Армянской ССР

Ս. Լ. էԱՃԻՆՅևՆ

Ս։քւջի6 իւՐաււտով Кшр1Гп6|11| ր՚սւզ ւքս։(ւր|սււ£այ էն ւքուոաթ1|ու.ւք(ւհր |ւ ւքասիհ

հշսւ է տե սն ե լ/ որ1. Կարաթեորյորու տիս|ի*  տիրույթներում Ֆւսրրել—Մարկուշևիչի թեորեմը Гфсв Լ նաև 
սա հմունւսփա կ հարմոնիկ ֆունկցիաների ւ|ես|քուժ:

*կարաթեոդորու рил анэлит. функций,

Այսինքն' եթե միմյանց մեջ ներդրված ա ի ր ույ թնե ր ի մի հաջորդականու­

թյուն է, ո Г Ը ծածկում է տվյալ !_*  տիրույթ ր և ձդտում է դեպի վերջինս որպես կորիդ['ք
աւդ դեպքում նշանակելով

^ո^օ)~^օք

Ջ^~ր /՛ ՚քեջ կոնֆոր/ք կեր պայ ա ր ւո ա սլա ա կե ր ո դ փ ո ւն կ ղ /յ ւս հ է կունենան ք

Нт и I — м(0|Р^Ов0, 

"—֊ОС Վհ
Г Р > 0 կամ ա ք ական մի /<?/'</ Էյ իսկ И{х) հա րմ ոն իկ է և սահմանափակ։

Դիցուք С^р X---  1 — 1 շրհանաղիծն էյ /' ն երսը ղան վող մի </ пГ~

ղ ան յ ան փակ ղ ի ծ ք ոթ/9 շոշափում է X — 1 կեաու֊մ։
Պարղուքմյան համար րն ղ ունենք յ որ X = շրԼանա ղ[ւծ ը 2=1 կետի շրջապատում 

հատում է ղծ ին երկու կետում ։ նշանակենք | | ~ շրհանաղծի ա յ 1ւ աղեղ- _
ների ղում ար ր9 որոնք առածանում են ե ց ղծերով սա հ մ ա^է ա փ ա կվ ած տիրույթի հետ

վե յի ս է
Ապացուցվում են հեաևյայ թեորեէՈ/երր2. ЬрЬ Г(р) = с՜4^ 0(р) թաւ| արարու ւք Լ и յ ւս յ ւ Г սւ ն ն I» րի ն:

1° 6(ր/) > ծ- 1Տ-7՜0(ր)’ եԴ 1 <•*2е 6(ր/) > 7* 0(ր)’ Ьгр է < 1,
Ղ3' = X , 0 > օ

0

տիպի ա ի ր ույթնե ր ի մասին աես օր. А. И. Марку шевич, ТеоМ.—Л., 19ձ0.
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ապա Զ տիրույթում յուրաքանչյուր и(х, յ>) հարմոնիկ I. սահմանափակ ֆունկցիայի համար 
ցոյություն անեն այնպիսի [Нп(х, _>■)) հարմոնիկ բազմանդամներ, որ

гОг(г)—— մԼծու |»յու(ւբ, Г-р '|ես[ի պԼրոէւ նվաղելիս. մոնոտոն օցտու մ Լ —со-ի և
а
ք0(/)մ/ =0

ապա դարձյալ տեղի ունի (*)-նտ
Այս թևորեմ ր հոլոմորֆ ֆունկցիաներր միջին քա ոակոէ֊ս ինե րով մոտարկելու ղեպ֊ 

քու.մ ապացու՜ցել է Մ. Մ. Ջրբաջյանը (3)ք ր ղ հողվածում ցու՜յց կ տրված, որ այղ 
թեորեմը ճիշտ կ նաև թ ^0 կ ա ր ղ ի միջիններով մոտարկելիս։ իսկ այստեղ ա յդ ր ան ր 
հաստատվու՜մ կ նաև հարմոնիկ մոտարկումների ղեպքու՜մ։

Նու՜յն եղանակով) ի նչ որ բերված կ ՀՀ)֊ ու՜մ մենք ցու՜յց ենք տալիս, որ 2֊րղ թ ե ո~ 
րեմի միջոցով կարելի կ լու՜ծել միջին մոտարկման /սն ղ ի ր ր այնպիսի տիրույթների հա­

մար, որոնց համար @՝րդ թեորեմ ր կիրաոելի չկ ի մասին բերված սլա յ մանր0(ր) 
թաթավելու՜ ււլատճաո ով։

կէսոու՜ցված ե 1ւ այնպիսի ւոիրու-յթներւ որոնք ոչ միայն իրենք չեն բավարարու՜մ 
այՂ մ սն ո տ ո հ ո ւ. թ յա հ պայմանին, այլև նրանց չի կարելի ծածկեյ նույն Լ 2 ւոիսլի տիրու 
թով, որբ րա վարարեր նու՜յն մ ոն ոտ ոնո ւթ յ ան պայմանին: •

'Լերջապես ապացուցվում կ հ սւկաղարձ տիպի մի թեորեմ։4. Եթե Զ-ր <|երր եկարսւցրւ|ած տիրույթն է և

а 
քօ(/)Ժ/ < 00,

Ս
Ա1 11| ա Нт

օօ
V) — Нп(.г, _у) Հմօ = 0

նս>է|սւսւսրոէ թյւսնից р|սиւժ Լ { Нրյ | рI!տա 1ւ|ւք|ւ (ւորւքա|ու |»յււ։ Пр С շրջա1ւազծի հերսջ:
Պւսրէյ էէ որ 4~րդ թԼորեմիյ հետեում Հ՜ հարմոնիկ ր արյ մ ան ղա էէն ե ր ի ոչ լ ր ի </ [ինելր
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