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МЕХАНИКА

Б. Л. Абрамян

К задаче осесимметричной деформации круглого цилиндра 
(Представлено Н. X. Арутюняном 19 VI 1954)

Осесимметричной деформацией тел вращения занимались многие 
исследователи (1՜7 и др.). В их работах в основном рассматривались 
частные случаи нагружения. В тех же работах, где рассматривались 
случаи более сложного нагружения, решения даются в приближенном 
виде.

Решение задачи осесимметричной деформации тел вращения сво­
дится (8) к отысканию одной функции напряжений Ф(г, г) (г—направ­
ление радиуса, г—направление оси вращения), которая в области осе­
вого сечения гела удовлетворяет уравнению

(1)

а на поверхности тела задается законом распределения напряжений.
Ниже приводится точное решение этой задачи для круглого ци­

линдра при произвольном нагружении.
Бигармоническую функцию напряжений для круглого сплошного 

цилиндра ищем в виде
ОО

Ф(г, г) = 2г(Дг։+Вг2)4-У

+ Ок ^к г IИ

Ек/^к г) 4

ОО

V (ճ*տհյւ*2+
к~\

(2)

с11|ч. г-\-Сь |1л г-\-Оь И* ^)/0(^ г) ,
где /<(х)—функция Бесселя /-го порядка, первого рода с действи­
тельным аргументом. 7/(х)—функция Бесселя первого рода от мни­
мого аргумента (у), р* —корни уравнения

Л(х/?)=0, (3)

Խռ /—длина, R -радиус цилиндра.
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Пусть нагрузка на поверхности цилиндра распределена по закону

°'(г, о2(г, /)=/2(г), Т2г(г, 0)=/3(г), ъ,(г, 0=Л(г) (О^гй/?) (4)

сг(/?, г)=/Б(2), М/?,г)=уб(г), (5)
где функции (/,}—кусочно-непрерывны и имеют ограниченное изме­
нение в соответствующих интервалах.

При таких предположениях функции /(г)—/4(г) в точках непрерыв­
ности могут быть представлены в виде рядов по бесселевым функ­
циям Фурье-Дини (10), а функции /5(г) и /с(г)—в виде рядов Фурье.

Пользуясь известными формулами, будем иметь:

£
дг (2—у)х?2Ф —

д 
дг (2-у)?3Ф —

(1֊у)у?Ф —

д 
дг

сРФ' 
дг2

д2Ф '
дг2

ОО

2—0

д2Ф '
дг2

сч

ОС (0<г<Я) (6)

<?2Ф ' 
дгг

(1 — у)73Ф —
2
дг

д2Ф
дг2

(7)

где у—коэффициент Пуассона.

(0<^</)

Кроме этих условий, так как действующая нагрузка распределена 
симметрично относительно оси, имеем также:

т/Л(0, г) — 0 (8)
и 

а,(0, г)=а„(0. г). (9)
Удовлетворив условиям (6)—(9), для определения неизвестных 

коэффициентов получим соотношения:

Л-1

Х^([^+2(2-у)С7/г]/1(Х,/?)-г

■- =а0—4(2—у)4—6(1 — у)В, (Ю)
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co

к “ 1

hR/^R)}
CO

1 , ___4j*|___ У UGk/x(KR) _
**+Hp RJ^iipR) —I (X*+|Xp)։

Л— 1

—^рЧ-1хрМр—^Л»(1 —2y)L (Ц)
oo

^-Sx‘(-1)ft։i^+2(2-v)G4]/1(x^+ 
/г-1

+ G*X*/?/2(X»/?)}=60֊4(2-v)4—6( 1—v)B, (12)
OO

rj^R) L x«-1 )*([£*+2( 1 ֊V) G*]/М+

a(KR) 4tf yXU-l^GJ^R)
RJ<,(V-pR) W+Pp)* й = 1

=6р+[^([Лр—Dp(l— 2v)]ch^p/+

[Bp—Cp(l—2v)]shp.p/+DpPp/sh[Xp/+CpHp/ch^p/), (13)

^(B*+2vC*)=c*, (14)

ЙИ *+2*/Ն) S h (B*+2v С*) c h թ* / 4-

+ C*4iUsh|iJ+D/I[isZch[i(!/]=(Zft, (15)

ХЛ[£*+2(1-У)О*]/։(Хл/?)+О*Хл/г/0(Хл/?))=7*, (16)
oo

՜յ՜Տ H*4(H*K){M*+2v£Msh|i*Z+ 
A-l

-|-(/?fc”|-2vCfc)(chu>^— 1 )-}_C/f|i/j/sh|i/t/4֊

+ D*ji*/ch Ml=4?+2( 1 -2v)4 -6vB, (17)

(֊ D'-У- V J^^(C)ichM+o*shM)- 
" (ph կ>)/г — 1

oo



=£₽+>; [£д+(1-2у)Ор]/0(Х/,/?) 4- ОрХрК/։(Хр/?)-

м+х; к*+(֊1)/>+Ч]. (18)

При этом использованы разложения:

Х^г/ДХ^г)—2/2(Х,/?) +

(0<г^К)

ОО

р-1

4Х£/։(Х,/?) у 1 /։(|ЛрГ)
7? (Х^)’ У0(Ир/?) ՛

Р-1

(0<г^/?)

2р«

(19)

(20)

(21)

(22)

С05Лр2
|*«4"Хр

(О^г^/)

ОО со
4цкЬр</у (— 1) соэХрИ 4ц2 у созХрг

I (Н«+Х^։ + I '
р-1 Р-1

(23)

рк2$Ьрхг =

+ -^^.1+^.1^
I “Г Лр



։

СО
4|л«8Ь|хк/у ( — Г/'созХ^г

I (н«+х;)а 
р =■ 1

(0^2^/) (24)

Из соотношений (К))—(18) 
следующим образом:

коэффициенты А и В определяются

(25)

(26)

Исключив из соотношений (10)—(18) коэффициенты Ек, Ак и В,: 
и введя новые неизвестные

где

(27)

(?в)

получим две совокупности бесконечных систем линейных уравнений, 
причем в каждую совокупность входят две системы.



ОО

(р=1, 3,- • •)

(р=1, 2,---)

(29)

где

ОО

Р  7 I К “|~ &-р .

к— 1

ОО
} Р ~ V Ьрк^ К +

№1,3..•

ОО

^■р— լ рк^ к4“Тр .

ж —2. 4...

(р=2, 4, • • •)

(р=1, 2,• • •)

(30)

4ХиФк

Wp'tfK

sh(iK/(shp.„/+n«/)cth

2(l+v)l 
(Ն R)2

2( 1 +v)l
{KRf

Ъ\$>Чк

I'MK^V-p)2 ’

R<fP Ն
2(14-V) 
"(Xp/?)2

(տհ%/-բ’/’)(թ14-^)

(Р=1. 3,

թ«տհ/(տհ^/— u„/)th֊^-

(sh։|xj—(Հ/։)(|Հ+>-₽)

,{gp+<b Г (31)
/Հք-pR}

у ^„(V-kR)
՜ Нж W ՜ 

x— 1

к •)

lipRJ^HpR)
■Yp

bp֊ap + (cp+dp){h Ppi

on

RJ^pRr-՝

՝fp —
y,pRJ0([LpR)

Фр

к Цд/

— (ap~^^p)^(cp ^p)cth շ- +
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ОО

(р=1, 2,---)

Совокупности (29) и (30) можно написать в виде одной системы
ОО

п —1

(от=1. 2,- • •) (32)

если ввести обозначения

■^Зр— $р, Взр-1 — рр,
(р=1, 2,- • •)

Азр> ЗЛ = ^Зр֊1, Зк-1 = ^Зр-1, Зк-2=Азр-2, Зк-2—

■= Лзр—2, зк—1 = 0, (р=1, 2, • • •; /2=1, 2, • • •)
Азр, Зл՜ — 1 — &рку Азр։ Зк — 2 — 0, 

^4зр. з*-2=£/>«, АзР, з/с-1 *=0, 

Азр_Зк — Ьрк> Азр—2, зк~0, 

-Азр-1, зк=0, Лзр_2, зк = Ьрк.

(р-1,3,2,•••) 
(р=^2, 4,- • •; £=1,2,- • •) 
(р = 1, 2,-• /г=1, 3,-• •) 
(р=»1, 2,-• /? = 2, 4,-• •)

(33)

Пользуясь обозначениями (31) и (33), легко показать, что си­
стема (32) регулярна.

Рассмотрим отдельно четыре случая:
а) Пусть /п=3р и р—нечетное, тогда

(34)

При этом использовано значение ряда, которое следует из (20) на ос­
новании теоремы Гобсона (10).

у 1 Л2 А(Хя/?)/ЛрА?) . 2/,(Хр/?) _ /г2 к
(^+х^)2 4Х2 /,(ХрР) ■%К/1(\,/?) 4Х2 р

<•■1
(35)

6) Пусть /тг = 3р и р—четное, тогда

(36)

в) Пусть т=3>р—1, тогда



эо эо ОО

ОО

2_1 |Дзр-|.л| — 7 , |Лзр-1. Зк|=2, =

л-1 №1, 3,...

(37)

При этом использовано значение ряда
ОО
у 1____ ■ 1 У-р1 /,___Ур1 I ,

' 8И; 2 ( вьр,/)՜ 8р.;'4’'-
ж —1. 3,... ՝ '

г) Пусть 771 = 3р-—2

(38)

оо оо

5 1 I Азр-2, л| Изр-2, Зк| =

л — 1 к • 1

(39)

При этом использовано неравенство

(40)

и значение ряда

у___ 1 ГС1К_М
(х;+р;)‘ ֊ 8И; С1П 2

— _ Л А Ь
(41)

Из оценок (34), (36), (37) и (39) следует, что

(42)

Тем самым доказана регулярность системы (32).
Докажем теперь, что совокупность свободных членов (Вт) 

стемы (32) ограничена.
Из теории бесселевых функций известно (|0):
а) если /(£) имеет ограниченное изменение на (а, где 

Ь) является какой-нибудь частью интервала (0, R) (или всем этим 
тервалом), то при р,->оо

си-

(^
НН"
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ь

(43)

б) при х֊*оо (для п—целого) имеет место асимптотическое вы­
ражение

—соэ тех п— (44)

имеем также, что при л֊>4-оо

(45)

в) для корней уравнения /1(х7?)=0 
асимптотическая формула

имеет место следующая

(46)к

Из разложений 
иметь:

(6) и из формул (43) и (44) при к->оо будем

*)> =О(р7։/։) и (1К—О(р.л. ’)• (47)
Наконец, из разложений (7) будем иметь:

-к (48)

Согласно приведенным оценкам следует, что последовательность 
{Вт} ограничена.

Рассмотрим отдельно три случая.
а) /71 = 3/7, в этом случае из (31), (45) и (48) имеем:

ОО
Взр=а„=0(1)+/ю1 V [СК+ (-1Г

№ 1

при р->со, имея в виду (44), (46) и (47), можно показать, что
ОО

2 -^иг՜ Iе* + (- ‘Г* ^}<О(р -<1+։)), 
*-։

где 0<^д<1—любое.
Следовательно, получим

В3р=О(1).
б) /72=Зр—1, тогда Взр֊1=Рр, при рр->эо имеем:

ОО
Вз/.-1=О(1)+|ХрС)|^ р^н՜!՜ 

| ։ ГР I
к— 1. 3,...

(49)

(50)

(51)

(52)



Легко видеть, что при рр->оо
ОО

к= Ь 3....

<O(lV ')• (53)

Таким образом, будем иметь 

Взр֊1=О(1). (54)
в) Наконец, когда /и=3р—2, при 'будем иметь:

ОО
Вз„_2=О(П+Иро£_^_|. (55)

I ~г Нр I к-2, 4,... 7

ОО

2(56) 
лк I гр

к—2, 4,..»

откуда следует, что
Вэл-2=О(1).

Сектор математики и механики
Академии наук Армянской ССР

р. ւ. uppuzumv

**1։1Г Ч1Ш^Ь արւաՕցթի Gl|uiinifuitfp ււիւքհւոթիկ qbdinpiTmgէ>այ|ւ 
Խ^՚ՊՐՒ цЬршрЬр։иц

վ ո ղ մարմինների աոանցրի նկ ր սիմետրիկ դե էի ո ր մ ա էյ ի ա յ ի խն դ ր ի վե~
ուսումն աս ի րութ յուննե ր։ Մի շարք աշխատանքներում

4—ճյ հիմնականում դ իտ վ ում են սվոր դեպքերյ ի и կ այն աշխատանք֊ 
ավելի րարդ դեպքե ր յ լուծ ոււ/նե ր ր

նի է, վոդ մարմինների նցքի նկատմամբ սիմետրիկ դե ֆորմա֊

ւյ ի ա յ ի խնդրի լուծում ր բերվում է՜ մի բիհարմոնիկ ֆունկցիայի որոնման րէ M'J'l ֆունկ֊

ց իա յ ի մար մն ի մ ա կեր և ո Լ jPb վր ա արժեքներր որոշվում են լարումների բաշխ-*

Այս հողվածում րերվում է կլոր ղլան ի աոանցրի նկատմ ամ ր սիմետրիկ ղեֆորմա֊- 
ցիայի իւն ղ ր ի ճշղրիտ յրււծումր կամավոր րեոնավորման ղեւղրի համարէ Լուծում ր ներ֊

կայացվում է շարքերով րստ Բե и и

կիցներր որոշեք ստա
ել[, ֆուն կ րյի ան երի է (*ստ որ 
սծ Լ անվերջ դծային հավ !!եե րի սիստեմf ո ր ր
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