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МЕХАНИКА

С. А. Амбарцумян

К вопросу расчета устойчивости тонкостенных стержней
(Представлено А. Г. Назаровым 23 III 1953)

В настоящей заметке дается метод расчета устойчивости тон
костенных призматических стержней открытого поперечного сече
ния, под действием равномерного осевого давления.

1. Призматический тонкостенный стержень представляем как 
цилиндрическую оболочку, срединная поверхность которой претер
певает изломы по образующим, совпадающим с координатными ли
ниями <х։- = const).

Уравнения устойчивости тонкой цилиндрической оболочки 
произвольного поперечного сечения при равномерном осеьом дав
лении имеют вид ('):

(1.1)

где приняты известные обозначения (’).
Следуя А Г. Назарову (2), главную кривизну А, ввиду наличия 

изломов срединной поверхности, подставляем как сумму непрерыв
ной кривизны А(^) и сосредоточенных кривизн, концентрированных 
вдоль линий изломов

п
*=*(₽)+ £г։ Г(|) (?-ծք).

1-1
(1.2)

где у։. — углы изломов, Г(1)(3֊ Ь. ) = Г(1)(д. )— единичные импульсив
ные функции вдоль линий = , п — число изломов срединной по
верхности.

Учитывая, что для срединной поверхности призматического 
стержня &(|3) =0 и подставляя значение А из (1.2) в (1.1), получим



уравнения устойчивости тонкостенного призматического стержня,
при равномерном осевом давлении:

2. Предполагая, что под действием сжимающих сил стержень
выпучивается по т полуволнам, решения системы (1.3) ищем в виде:

Ф=/(Р)5Ш — р. да <р(₽) вш —р, (2.1)

где/(р) и ։р(р) — функции, подлежащие определению в дальнейшем. 
/ — длина стержня.

Выражения (2.1) удовлетворяют условиям свободного опирания 
по торцам, т. е. по краям а = (), а = /.

Подставляя значения Ф и ад из (2.1) в (1.3), для определения 
/(?) и ф(₽) получим следующие обыкновенные дифференциальные 
уравнения:

(2.2)

Учитывая, что коэффициенты при Г*'\Ь, ) постоянны, взамен 
(2.2) и (2.3) рассмотрим:

(а)

—912ар ар (б)

Решениями соответствующих однородных уравнений будут:
/(₽) = А,сИ Ц + Д2 Хр 511 Хр + Д3 8Ь Хр + Д4 Хр сЬ Хр, (в)

<р(р) Я, е~р Я3 Соз/у р 4-бш ?р, (г)

Частные решения, отвечающие правым частям уравнений (а) и 
(б), имеют следующий вид (3):
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/ (?) = 2^г ( ? СИ х? ֊ 4- $Ь X? ') Г(₽),

?(₽) =
511 рр 51П (/р 

р(рг+д-) - </(р'-+<1^

где !'(?) =
(О, р < О
I 1. ?>О разрывной множитель.

(д)

(е)

Окончательно, на основании (2.2) и (2.3), а также (а) — (е) для 
функций /(р) и ?(р) получим:

/(р) = А, ей Хр + А, Хр эй ХЗ + Д3 зй Хр + А4 Хр ей >р -
п

^ь.։ ) (3 — Ь1 ) сЬХ(^—Ь-, )---- !֊5ЬХ(р—&, )
Л Г(?֊М, (2.5)

ср(?)=В1е-₽? + Д2^ 4- В3 соб с/Р 4- В< 51п <7р 4֊

$й р(р — Ь[ ) 81 п 7 (р—Ь։ )
р д Г(р-/1, ).(2.6)

Решай выражения (2.5) и (2.6) относительно всех линий пере
ломов: р = ^ь Р = ^2..............р = />/1, получим необходимое число
уравнений для определения всех значений /(д, ) и ?(£, ).

Постоянные интегрирования Д- и В, , входящие в решения (2.5) 
и (2.6), определяются в каждом частном случае из граничных усло
вий по сторонам р = 0 и р = /? (Ь — длина поперечного сечения).

3. Далее, без ущерба для общности, рассмотрим задачу устой
чивости уголка, когда сторона р = 0 свободно оперта, а сторона 
Р— Ь свободна. Линия перелома совпадает с линией р = дР

Из (2.5) и (2.6) для /(&!> и <р(&1) получим:

(3.1)
Подставляя значения /(Ь}) и ф(^։) из (3.1) в (2.5) и (2.6), при 

этом учитывая, что для уголка п = 1, = у, для /(3) и ср(р) получим:
/(р) = А г ей Хр 4֊ Л2 Хр 811 хр 4֊ Д3 зй Хр 4֊ Д4Хр ей Хр ֊

4-#2^՛ 4՜ соб дЬх 4 81п дЬх) (р֊-/71)сйХ(р-/11)-

5ЙХ(Р-Л։) Г(Р֊^), (3.2)

Ф(Р) = Вхе + В2ер" 4֊ В3 соб </р -г- В^ зт д^ 4֊

Г(Р-^).1- Д ХЬуСИ'кЬА 8Йр(р — Ьг) £1П ^(р — 
Р Ч

(3.3)
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Из вышеупомянутых граничных условий по сторонам ?=0и
Р = Ь следует, что
при ₽ = 0

~ д2ю , д2ш „
да=0- Э7+(1^= ’

^Ф_о о*® -о- 
дог ’ да др ’

(3.4)

при р = Ь
д2ги д2м _ 
др2՜ 4 И да2՜ ~

д3до _ 
да2др “ ’

(3.5)
д2Ф _ п б2Ф _
да2 —и’ дГдр~

Из граничных условий (3.4). учитывая (2.1), (3.2) и (3.3), получим
Д1==0, Д3 = ֊Л, В3 = 0, В1 = ֊В2. (3.6)

Учитывая также (б.6), из граничных условий (3 5) получим;

А2ЬХ(Ь) + А՝Ь2(Ь) — В^ЕЪ рЬл — В4у — л, 51П дох = 0,

А2ЬЛ(Ь) + А^Ь) — В2уЕЪ К2 эй рЬх — В4у — К2 81п дЬ1 = О,

А-Л Ь2(Ь,) + В.2(рг - ИХ։) $ЪрЬ -
(3.7)

— В4(д2-Ь цл2) зт О,

АгГ §֊ !,(*,)+ Д.Т § £2(&։)+В22р[ра֊Хг(2-|»)] сЪрЬ-

— В, д \д‘ + А2 (2—р.)]соз дЬ = Ъ,

где введены следующие обозначения:
£։(Р) = \3 вЬ X?, £,(?) = X? сЬ АЗ - вИ ХЗ,

£3(?) = Х,8 сЬ X? + вЬ X?, /С2 = (Ь- 6.) зЬ X (Ь - &,),
(3.8)

К՝ = (Ь — /?,) сЬ X (Ь — Ь})---- 1- зИ X (Ь — Ь,),

Р(Рг + д2)
зЪр^—Ь,) + д2 + |1Х2

֊ .-..֊Г 2х— 51П?(6— Ь.) 
д(р +д*)

^—^֊-^-сЬр(Ь-Ь1)+ АЛ2Х;Е_>±СО59(Й-^)
(3.9)
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Уравнения (3.7) будут удовлетворены, если положить А2 = А4 =
= Д? = В4 = 0, но при этих значениях коэффициентов функции ,ш(л1 р) 
и Ф(а, р) будут равны нулю везде, что будет соответствовать „пло
ской*1 форме равновесия.

Деформированная форма равновесия будет возможна, если урав
нения 0.7) для коэффициентов А2, Д4, Д2, В4 дадут отличные от нуля 
значения. Для этого необходимо, чтобы детерминант этих уравнений 
равнялся бы нулю, т. е.

Д1(&) £,(й)

£,(&) £։(&)

Г^Тр1(*1) Г^Ц(Ь,)

— у ЕдКх 511 рЬх

— х ЕдК 2 51т рЬ1

2(р- — рХ2) бЬ рЬ
2р\р2—Х2(2—р)] ей рЬ

Ед— б!п цЬ

К2 эт дЬг (3.10)

—((72+рХ2) бш (]Ь
—?[?“+Х-’(2—р)] соэ

Считывая, что р и д содержат Лг, уравнением (3.10) следует 
пользоваться для определения критической силы.

В каждом частном случае (для различных граничных условий 
и формы поперечного сечения стержня) можно получить аналогич
ное уравнение для определения критического значения усилия №

Например, когда стороны ? = О и р = Ь совершенно свобод
ны, т. е.
при 0 и $=&

(Еъу , д2еии _ олтл) д2еии
др 4 ^да2 =и’ др +

д-’Ф а-Ф
Ол2 ~ и’ да ~ (3.11)

для определения критической силы получим следующее уравнение

тт51'^ь,)
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~ Г —- (^ ей рЬх 4- соз дЬх) ձ\(^2տհрЬх 4- տյո дЬх)

/<2(էղ сЬ рЬг + соз дЬг)

[<1(/’։ + НА՜’) с|1 рЬ — (<?֊ + |ГЛ2). 
.соз дЬ}

(էճր[ր2 — X2 (2 — թ) տհ рЬ 4- 
+д[д2 4- *2(2 — и)) տ!ո дЬ\

֊^К^Л\лрЬх \-s\nqbJ

[^(Р2 — Нх"’) տհ рЬ — (д2 4֊|лХ2) 
♦ տւո дЬ]

\t2P\p2 ~ ^’(2 — И)] сИрб —
— <7[</2 4- X2 (2 — р)] соз дЬ\

(3.12)

= 0,

где введены следующие дополнительные обозначения:
_ у2 4֊ ИХ2 д\д2 4֊ X2 (2 - и)|

1 Р2֊^2' 2 ~ р\р2 ֊ X2 (2 -|1)I' (313)

В частном случае, когда у = 0, из (3.10) получим известное 
уравнение (4):

Я(р2 ֊ рХ2)21Ь рЬ =р{д2 4֊ рХ2)2дЬ, (3.14)
с помощью которого можно определить критическое усилие для 
равномерно сжатой пластинки, которая оперта так, как рассмотрен
ный выше уголок.

4. В заключение отметим, что предложенный метод с успехом 
может быть применен также для расчета устойчивости тонкостен
ных призматических стержней замкнутого поперечного сечения.

Институт строительных материалов и сооружений 
АН Армянской ССР
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*Եբթսւսյաւո ձււղերի 1յայու.հու_թյահ Ь սւ?վւ(՚սւ(ւ մ՚ասիքւ
Եքնհ լով ղլաետյին թ աղանթների կայունության 

ֆու-ն կւյ ի ա նե ր ի տհէւության ^քււԼական ղ ր ո и յ թն ե ր թ րյ ք 

^ոսնություն ր հաշվելու նոր մեթոդ։

հ ա/ք ասա րու ՅՆև ր Д д և իմ պոսլսիվ 

տրված է նրբապատ ձողերի կա֊
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