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Оценки производных полиномов и взвешенно-наилучшие 
приближения в комплексной области %
(Представлено А. Л. Шагиняном 4 VI 1953)

В нашей заметке С) была приведена оценка для производных 
полиномов, имеющих функциональную мажоранту. Указанная оценка 
в заметке (2) была использована для установления обратной теоремы 
для взвешенно-наилучших приближений на всей оси и полуоси типа 
известных обратных теорем теории приближений, принадлежащих 
С. Н. Бернштейну (8).

В настоящей заметке нами приводятся формулировки некото
рых новых предложений, полученных в этом направлении.

1°. Пусть у = р(х) непрерывная возрастающая функция, опре
деленная на полуоси [0, ф оо ] и удовлетворяющая условиям

Нт хп е р'х} =0, (и-о, 1, 2, ...) (1)

Пусть х = 7(_у) функция, обратная по отношению к 
Без ограничения общности положим р(0) = 7(0)= 0.

Теорема 1. Пусть последовательность полиномов [Рп (г)) , где 
Рп (г) — полином степени п > 1 удовлетворяет условию

I Р„ (г) I < <?'" 1 11, (2)

в области

1) Если
(3)

то справедливы следующие утверждения:

а) При — < а < 1, для любого равномерно относитель

но г0 а [0, R | имеем:
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(4)Игл зир
П ֊> оо

а при гос[5, R], (0 < 5 < R) имеем равномерно

(5>

1- „ Л(1-«)
11ГП вир г0

П ֊* ОО

<ДАер|,֊), (й>1)
где

(6)

(7)

б) При а>1, для любого /?>0, равномерно для значений 
г* с'[0, /?] имеем՝.

где

В частности, из оценки (2) следует, что

(8)

(9)

(8}

и равномерно, в любом отрезке О <С о < г0 < R имеет место оценка

Нт вир
П ֊> ОО

Замечание. В случае, 
сходится, можно доказать, 
I > 0 равномерно

когда при условии (2) интеграл (3) 
что последовательность полиномов

ограничена в любой конечной части

области | аг£г |



Если полиномы имеют функциональную мажоранту только на

границе области то имеет место

следующий результат.

Теорема 2. Пусть 
удовлетворяет условию

последовательность полиномов

аг^г = (9)

ОО

где (Ю)

|Р„(г)|< е₽(|г|)

Для любого /?>0, равномерно для значений гос[О, /?] будем иметь 
оценки (4) и (6) теоремы 1.

Отнесем к классу С[/?(|г| )] функции /(г) определенные и не
прерывные на данной кривой и удовлетворяющие условию

Нт /(г)е~р{ 2|)=0. 
ОО х

2°. Доказываются следующие предложения.

Теорема 3. Пусть /(г) определена и принадлежит

С[ р() г |)] на лучах 1г: аг£ г =

к классу

где

Пусть для /г > 1,

ОО

а

1

тах е р{ 1 * 1} 
г

где константа, не 
дующие утверждения.

зависящая от п, тогда справедливы

(И)

еле-

и

1) Если аг = р + 3. где р>0 целое 0<о^1, то функция 
Дг) имеет непрерывные производные до порядка р включительно 
на всякой конечной части линии /. . Кроме того, как функция от 
длины дуги, на всякой конечной части 1а, при 0<5<1, 
/р} (г) с £| рЪ, а при 6 = 1, имеет модуль непрерывности
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I । 1
(0<Л< 1). (12)

2) Если г = 4֊ 5Р где р{>0 целое и 0 <$1=^1. 'ио при
|г|>е>0 на всякой конечной части 1а функция ф(г} имеет непре
рывные производные до порядка рх включительно.

Кроме того, как функция от длины дуги, на всякой , конеч
ной части 1а, подчиненной дополнительному условию | г | > е О, 
при О < < 1, с Ырон а при о1 = 1, / (г) имеет модуль
непрерывности вида (12).

Следующая теорема показывает, что при дополнительных 
условиях, налагаемых на вес и на приближаемую функцию теорему 3 
при а=1 существенно усилить нельзя.

Теорема 4. Пусть функция у = р(х), определенная на [г\+ °°]» 
удовлетворяет условию ՝ ■

хр'(х) 
Р(х)

> а > 1 при х > 0. (13)

а) Если ф(х) непрерывна и ограничена на — оо«<л'< + оо вме
сте со своими производными до порядка й 1 включительно,
причем

Уга1 тах|/(И(х)|
оо <С X < со

тк ,

то при п 1

(14)

б) Если /(х) непрерывна и ограничена на — оо < х<< + 00 вместе 
со своими производными до порядка > 0 включительно, причем 
/{>;)(х) равномерно непрерывна на всей оси —оо<^х<^-|֊оо

(15)

В обеих оценках рх > 0 и р2>0 константы, не зависящие 
от функции /(х) и от й.
՝ Имеет место также следующая теорема обратного характера.

Теорема 5. Пусть /(г) определена и принадлежит к классу



а, где функция р(х) удовлетворяет условиям (1) и

Р(х)х

Если
Еп р]^Кехр (16)

где у>0 и Л'?>0 постоянные, не зависящие от п, то
а) при а <; I функция /(г) будет аналитической в бесконечной 

области, ограниченной кривой

где а<^уйа

г* со8 а-р а,

и содержащей угол \argz]

б) При а 1, ф(г) будет аналитической функцией в полосе

При а. = 1 имеет место следующая теорема, обратная теореме 5.

Теорема 6. Пусть функция /(г) голоморфна и ограничена в 
полосе \Пег\<с1, (б/>0).

Если функция у = р(х) удовлетворяет условию (13), то

^п{/\р{\'х\\У\^К-ехр —ад

где /<>0, а>0 постоянные, не зависящие от п.
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