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МАТЕМАТИКА

В.- К. И. Карабегов

Об устойчивости в замкнутой области задачи Дирихле для 
линейных уравнений эллиптического типа

(Представлено А. Л. Шагиняном 3 XI 1952)В предлагаемой заметке рассматривается вопрос об устойчи­вости в замкнутой области проблемы Дирихле для линейных уравне­ний эллиптического типа с достаточно гладкими коэффициентами.Доказывается, что если граничная точка области является точ- 4>кой устойчивости для уравнения Лапласа, то она будет точкой [устойчивости и для всех уравнений указанного вида.Исходя из этого результата, устанавливается, что проблема [Дирихле для этих уравнений устойчива в данной замкнутой области тогда и только тогда, когда она устойчива в той же замкнутой области для уравнения Лапласа.Рассмотрим линейное уравнение эллиптического типа
з

д2и
з

V дХ1 дХ] ь, ^-=0.
иХ1а,; суть трижды непрерывноПредположим, что коэффициенты дифференцируемые функции в некоторой ограниченной замкнутой области Տ, а коэффициенты ծ, —дважды непрерывно дифференци­руемы в Տ.Для уравнения (1) можно построить в области Տ функцию

Р(Р,<2)(Фундаментальное решение Леви), удовлетворяющую следующим [условиям:1) как функция от Р, при Р =/= Չ удовлетворяет урав-ению (1).2) Если <20 фиксированная точка Տ, то существуют две положи-■ельные постоянные (зависящие от Չօ) —С։(<20)
Գ(Չօ) 1 . Գ(Չօ)

Р(2 р(Л Չ) Р<1 
и С2(<20) такие, что(2)



для всех С из некоторой окрестности точки <20 и произвольна Риз 5.Решения уравнения (1) удовлетворяют принципу максимума.Рассмотрим область О, лежащую целиком внутри 5. Предпо­ложим, что граница Г области В не содержит внутренних точек т. е. если точка С? принадлежит Г, то в любой ее окрестности ле­жат точки из дополнения к Р. Зададим на Г непрерывную функ­цию Д<2) и продолжим ее непрерывным образом на всю обласп 5. Непрерывное продолжение функции / снова обозначим че- рез /.Рассмотрим монотонно-убываюшую последовательность облаете.
ОО ---, D3, . . . , Вп, ... таких, что л Вп= В .

п = 1Каждая из областей Вп — нормальна, т. е. для нее разрешима задача Дирихле при любой непрерывной граничной функции.(В силу известного результата О. А. Олейник, область будет нормальной относительно уравнения (1) тогда и только тогда, когда она нормальна относительно уравнения Лапласа.)Обозначим через ип,/ решение задачи Дирихле для уравнения (1), области Вп и граничной функции /. Легко показать, что последова­тельность ип,/ сходится в замкнутой области В, а предельная функция /7/ удовлетворяет внутри В уравнению (1).Проблема Дирихле называется устойчивой в замкнутой области 
О, если, для любой непрерывной граничной функции /, последова­тельность иП։/ равномерно сходится на границе Г к функции /.Точка <2 границы Г области В называется точкой устойчивости, если для любой непрерывной функции / имеет место равенство

Ит (Л, / ((?) =/(<?).
П> эоДля уравнения Лапласа имеет место следующий необходимый и достаточный критерий акад. М. В. Келдыша.Точка <2 границы Г области В будет точкой устойчивости тогда, когда расходится ряд

п — 1Здесь есть емкость открытого множества точек Р допол­нения к В, расстояния которых до точки 0 удовлетворяют нера­венствам:
Если мы покажем, что расходимость ряда (4) является необхо՛димым и достаточным условием для того, чтобы точка <2 была точ-
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кой устойчивости относительно уравнения (1), то тем доказана следующая:
Теорема 1. Точка <2 границы Г области Р будет чивости относительно уравнения (1) тогда и только

самым будет
точкой тогда, устои- когдаона будет точкой устойчивости относительно уравнения Лапласа.Ступенькой Фрр(Р) с центром в граничной точке <2 назовем функцию, равную единице внутри сферы радиуса р с центром в точке О и равную нулю вне этой сферы.Для ступеньки Фр$ можно построить последовательность ип,ч •Для того, чтобы тельно уравнения (1), равенства точка <2 была точкой устойчивости относи- необходимо и достаточно, чтобы имели место

Пт ип, чг (5) = 1 
_к. (6)для всех радиусов р.Так как решения уравнения (I) удовлетворяют принципу мак­симума, то доказательство этого утверждения вполне аналогично доказательству этого утверждения для уравнения Лапласа.| Перейдем теперь к доказательству необходимости и достаточ­ности указанного критерия.

а) Доказательство необходимости. Пусть ряд (4), построенныйдля граничной точки <20 сходится. Выберем т столь большим, иметь чтобы
"х п (7)

(Считаем, что для точек С} из сферы (2<2О1 (2)).ие Выберем р0 =2Пока
выполненои построим ступеньку Ф, относительножем, что Пт £/п>ч-0( (<2{0 < 1- Фиксируем

П-> ООI Граница Г„ области Оп будет лежать вне к центром в <20 радиуса 2~Чп-I Обозначим через Е^п) замкнутое множество к , удовлетворяющих условию:

усло-точкинекоторое п .некоторой сферы
точек дополнения

2 < 2 (У=/ц, /и+1, .... ).Пусть р.;” (е) функция распределения массы на соответ­ствующая единичному потенциалу множества Е/'1 .Построим функции
У^п\Р) = чиу,) <сг).
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В силу неравенства (2) имеем
<?.(<?.) Щ (Р) < С^о) №?\Р). («)Следовательно во всех точках Гп, являющихся регулярнымиграничными точками Е{/։), предельные значения функции У7;П)(Р) будут больше или равны С\((20). В остальных точках Гл функция И7;П)(Р) положительна. Следовательно (в силу принципа максимума!

^.ч-ро (Р) <
7л
V ^">(Р).

т

1___
£1(Фо)В частности,

.7л с (О \
и- ■>. «•' < еда I “'“«•> < гда 2 *

]^т
* < . у Э^ Ия 1й ’ ՝!♦ </ 1 \

<7 и
ОДОо) уч _у. С,((20) 1 С։((20) 1

" С։(<30) > С։(<20) ' 4 ' С^о) = 4 ’
/= тВ силу произвольности п получаем

Нт 4/„.ч-р1> (<20) <
П—► ооследовательно точка <20 не может быть точкой устойчивости.

ос

в) Докажем достаточность. Пусть ряд V 2ПХЯ расходится.
л = 1Построим замкнутые множества Еп, лежащие целиком внутри соответствующих множеств Оп с емкостями уя, удовлетворяющими1 л неравенствам ул> ~\п.Пусть область Со с границей Го лежит внутри области 5 и содержит замкнутую область Е) внутри.Пересечение области (70 и дополнения к замыканию множеств։ оОЕ Еп обозначим через Д- △ можем считать областью.В силу расходимости ряда 2 2лул, точка является регуляр* ной граничной точкой области Д. Через Др обозначим область являющуюся пересечением дополнения к замкнутому множеств) 

Т>Е Еп и области Оо, 
л-1
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Рассмотрим произвольную ступеньку Ф, (Р) с центром в точке
-т |, и пусть 2 <^2՜?- Через 1/Р։Р обозначим решение задачи Ди­рихле для уравнения (1) в области для граничных данных, рав­ных единице на множествах £ш+1, ...ЕР, и равных нулю на множе­ствах Е\ 1 Е2, .» . , т и на Г0.Пусть т < 1 — есть огда максимум функции 1/р,р(Р) на сфере PQe= рVp.p |Р)<(1֊/п)Фр (Р) + т.При достаточно большом п область Dn не содержит точек мно­жеств Е। , Е2, ' • ■ , Ер и

^Р.р(Р)<(1֊/?г)47л>ч>(Р)+/п.В частности,- Ц>.р (Фо)<(1 — аи) £Л Р(Р0) +/п .Если мы докажем, что Нт Ир.р(50;=^1, тополучим £Ар(<20)>1 
р ֊֊> ООг. е. ^ч\р(Ро)=1 и тем самым, в силу произвольности р, будет дока­зано, что точка <20 является точкой устойчивости для области £) и уравнения (1).Через (Р) обозначим решение задачи Дирихле для уравне­ния (1), области △ и граничных данных, равных единице на Ет+\у кт+2,... и в точке и равных нулю на Е{, Е2, ... Ет и на Го. Так как точка <20 является регулярной, то Игл К (Р) = 1. Поэтому

Р ֊> <?0в точках Р области А, лежащих на некоторой сфере РС?О = Г(£), [будем иметь Ур(Р)>1-£.Пусть 2-р < г(е).| В силу принципа максимума в области А вне сферы радиуса 2՜'меет место неравенство:
ИР (Р) < Ир. р(Р) +

1_______
2/?C1(Q0)p(P»,Q0) ’Следовательно, при PQ0 = r(s) получим

1 — е VP.,(P) + —-------  ■ шах ■ ՝2^C։(Q0) P<?0 = r(e) Р(Р> Qo)Так как в регулярных граничных точках множеств Еп (лежа­щих внутри сферы PQq = r(e)) функция I/p.p(PJ имеет предельные качения, равные единице, то в силу принципа максимума получим 1-е- -Т /й֊, • max * . < Vf. P(QO)^CjCQ,,) PQ0=r(։) P(P. Qo)Ри всех достаточно больших p. Следовательноlim Vf.plQo) 
p -♦֊ oo
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откуда, в силу произвольности е, следуетИт р (<2„) = 1 .
Р -»֊ ООДостаточность условия доказана.

Теорема 2. Для того, чтобы задача Дирихле для уравнения (| была устойчивой в замкнутой области £), необходимо и достаточно чтобы каждая граничная точка В была точкой устойчивости.Необходимость условия очевидна.Докажем достаточность.Итак имеем, что какова бы ни была непрерывная функция ) заданная на границе Г области В , в каждой граничной точке
Пт £4./(<2) =/(<?).

Л? —*■ ооПокажем, что сходимость на границе ра вномерна./ непрерывно на область 5 и найдем полином ъ(Р), удовлетворяющи неравенству
|/(Р)֊^)|<евнутри области 5.Полином к(Р) можно представить в виде разности 2-х функци 

х(Р) = — п2(Р) таких, чтоА(к4) <0, £(гс2)<0 внутри 5.Здесь Ь есть правая часть уравнения (1).Тогда последовательности {47л,я։), {Вп<п,} будут монотонно возрастающими и на всей границе Г будут сходиться к непрерыв ным функциям к, и к2 соответственно.Следовательно, по известной теореме, сходимость этих после довательностей будет равномерной.Тогда при п > М(е) (ЛДе) не зависит от С}).

£4. я (<2) — "(С?) | < е .Но в силу принципа максимумаI — ип./(СГ) | < £ при всех п.Следовательно,
I (0) ֊/(Р) I < I Вп, я(<2) ֊ ип, 1 (0) | 4֊ | ип. к ((?) ֊ *((}) | +

+ |*«2)֊/(<2)| < Зе .При не зависит от р.Теорема доказана.Сопоставляя теоремы 1 и 2, заключаем, что если задача Д։ рихле устойчива в данной замкнутой области для некоторого ура* нения вида (1), то она будет устойчивой в той же замкнутой обла сти для любого уравнения этого класса.
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Приведенные результаты легко распространяются на случай п измерений (п > 3).
Сектор математики и механики 

АН Армянской ССР

Վ-Կ. Г ԿԱՐԱքեԳՈՎ

Փակ տիրույթում* գծային Լ(իս|տիկ հավասարումների համ*ար. 
'Իիրիխէեի խնդրի կայունության մ*ասին

Հողվածում հետազոտվում Լ փակ տիրույթում Գի րի խլեի պրոբլեմ ի !ր 

թ յան հարցր ողորկ զ ո ր ծ ա կի ցն ե ր ո վ է ղծ ային , էլիպտիկ հ ա վ ա и ա ր ո լ լքեե ր ի համար'

д2и
а‘' дХ1 дх;

Ապաքք ուցվ ում էք որ տիրույթի եզրային կետը հանղիսւ 

համար կայունության կետ միայն ա յն մ ա մ ան ա եՐ 

թքան կետ Լապլասի հավասարման համար (թեորեմ 1)է

Օցտվելով 1 թեորեմից հաջողվում պարյուրյեր որ Գի ր իթ/եի պրորյեմր (1)

հավասարման համար (ցանկացած անընդհատ եզրային ֆունկցիայի ղեպբում )

ա նա կայուն Հ տված փակ 

տ եզրային ֆունկցիայի

հա մար:


