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О поперечной циркуляции в напорной трубе 
на ее повороте

(Представлено И. В. Егназаровым 25 IV 1952)

В предлагаемой статье поставлена задача о поперечной цир­
куляции в водоводе на его повороте в предположении больших ра­
диусов кривизны линии закругления.

В основу приняты уравнения диффузионной теории турбулент­
ности (2), которые, следуя идее А. К. Ананяна1, для случая попереч­
ной циркуляции в водоводе, удается упростить; для частного вида 
водовода —круглой трубы, можно получить обыкновенное линейное 
дифференциальное уравнение второго порядка.

Для логарифмического и эллиптического (по Караушеву) распре­
деления продольных скоростей это уравнение приводится к уравне­
нию Гаусса.

В отличие от работы А. К. Ананяна, где решается уравнение 
как в турбулентной, так и ламинарной зонах, в статье сделана по­
пытка учесть влияние ламинарного подслоя в граничных условиях.

А. К. Ананяном принято упрощающее предположение о постоян­
стве коэффициента турбулентного перемешивания.

I. а) Упрощения уравнений. Предположим, что при больших ра­
диусах кривизны:

1) циркуляционные компоненты О (—Vбудем обозначать о/ —- |
/\ \К /

величины порядка

2) изменение по длине циркуляционных компонент

точностью

О
3) коэффициент турбулентного перемешивания с

1 \—- зависит от продольных скоростей;
А9 /

до

1 Эта идея изложена в неопубликованной диссертации А. К. Ананяна, лю- 
(>сзно им предоставленной автору.
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Будем пренебрегать О по сравнению с О

4) продольные скорости с точностью до О —] равны скоро- 
\ /\ /

стям в призматическом водоводе.
1

R2
В качестве криволинейных координат примем:
1) кривые 5, равноудаленные от оси водовода;
2) кривые /г, ортогональные к $,
3) ось у, направленную вертикально вверх.
Уравнение кривой, „параллельной* оси водовода

У\х — =ХХ) + //созер.
Здесь Л — расстояние между „параллелями*

Рис. 1.

Из этого равенства следует, что в окрестности точки О кри­

вые можно заменить, с точностью до семейством окружностей

с радиусом кривизны оси водовода 7?0.
Поэтому возможен переход к полярным координатам.
Записав уравнение в полярных координатах (’) и заменив г че­

рез /?0-|- х, получим:

(О

(2)

(3)
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При этом из 
тором

(3) следует существование такого F(xty}, при ко-

dF 
т/.v = — >

<*У
vv = 

*

dF 
дх

Поставив г'л- и vy в уравнения (1), (2), продифференцировав (1) 
по у и (2) по л и вычтя их друг от друга, получим для F(x, v) урав­
нение

д2
дх2

д2
дх2

д2 d2F
дхду \ дхду

б) Граничные условия. Делаем следующие допущения.
1. Между стенкой и областью турбулентности существует тон­

кий ламинарный подслой (пленка).
2. На границе между пленкой и областью турбулентности ско­

рости и напряжения по одну и другую сторону границы одинаковы. 
Если не существует резко очерченной границы, то это условие можно 
сформулировать так: предельные значения скоростей и напряжений, 
при подходе из турбулентной области к переходной зоне, и предель­
ные значения тех же величин,при подходе из ламинарной зоны,сов­
падают (или близки, т. е. не терпят скачка).

3. Граница пленки „параллельна“ стенке, т. е. отклонение нор-
мали к границе от нормали к стенке в точке пересечения первой 
нормали со стенкой есть О(о), где о толщина ламинарного подслоя.

Изменение градиента скорости в толще ламинарного слоя

(это положение можно обосновать исходя из уравнения (1) рассуж-
дением, аналогичным рассуждениям при оценке порядка величин, 
приводимых в теории ламинарного пограничного слоя).

Обозначим через со в ламинарном слое такую функцию, что

дм дм
^л= — » г'у = — — ду дх

Разложим в строку Тейлора по направлению нормали к гра 
нице пленки, в точке на границе пленки.

Тогда:

ш(5) = <о(5)+3 + о(5>-

Так как на границе (о(5)=0 (ввиду прилипания частиц), то 
<о(^)~0(о).

Поэтому будем считать о>(5) = 0.
гл дмРазложив — в строку Тейлора

дп
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= , 3^. + о(5
дп дп 1 дп2

где о(6) — обозначает величину, стремящуюся к нулю при □--►О. 

При 5 —имеем = V <*> (§) • п = + 0(5), где п
нормаль к стенке.

Имеем, откидывая 0(6), 

О-------
дп2

5 _^(5)
дп2

дп 
6т(л) + О(с 

И
Ввиду равенства напряжений и касательных составляющих ско­

ростей имеем (учитывая выражение тП5 в криволинейных координатах)

р р р \дп2 г0 дп / 
г* радиус кривизны границы поперечного сечения. 

Итак, граничное условие

6 ——
р ՝дп2

дП . 
дп ՝

— = 0.
Отметим, что В. М. Маккавеев получил граничные условия та­

кого же типа, а именно:

дп2
"£ = 0
дп

где I длина пути перемешивания.
Второе граничное условие получим следующим образом:
Из условия равенства нулю расхода получаем для любого зам- 

кнутого контура Ь I упсП — О.

Возьмем замкнутый контур прилегающим с обеих сторон к гра­
нице подслоя. Тогда получим:

?(1Г— сП — 
сП

'—сП, 
сП

II *2
где и /2 части контура, лежащие в ламинарном и турбулентном 
слоях.

Отсюда /?(51) — А'(5)=<9(6).
Так как А выбирается с точностью до произвольной постоян­

ной, то возьмем А'(£]) = 0.
Тогда А'(5) ~ 0(6). ,
На этом основании можно принять А'(5) = 0.
Это второе граничное условие.
II. Будем решать задачу о поперечной циркуляции в круглой 

трубе.
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Перейдем в уравнениях (1), (2) и (3) к полярным координатам (*). 
Получим:

О')
Здесь (2)

Причем последнее уравнение дает
1 дгиг 
г дг

т. е. существует такое Р, при котором
дРгуг = — ; V? =
<7Ср

Будем искать функцию Р в видеи

дР 
дг

/?(г,ср) = /(г) -созср.
Подставляя это выражение в (4), получим;

хгг = 2ДХ- 81ПСр,
— — 2АХ- 81П^>,

= А (гХ).СО8Ср, 
аг

где

Исключим Р приемом, предложенным А. К. Ананяном.
Уравнение (13 продифференцируем по ср, а (2') пог, предвари 

тельно умножив на г. Тогда получим:
1 д3(г3тгг) 1 д2(г2гГ7) _ д 1 д(Р~гА _ д 1 д(г2хгг)

г2 дгдер г3 дер- дг г дг дг г2 дер

дРг дгР?
дер дг

Так как д
дер

2 д(г2г„ )
г2 дг

2Рхгг \ д 2 д(гхгг)—---- I =------ --------- 1
г3 / г дг

то д 2 д(гх„) _ г'-х^ _ 1 д г_^ ( 1 д1 
дер г дг г3 г’ дг г дг-
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ду г дг

дг

ол 
дг-

Լ д
г дг

1 д 
г дг

о ГТгг) '

Оу

Умножая на г и интегрируя, имеем:
д 

ду
д

дг
Сократив на տւո<?, получим:

4АХг - г — Аг — /7. 
дг дг

մ . д — Аг — 
дг дг (5)

Это уравнение второго порядка.

Здесь 3 д V*V2 — г----
дг

Примем логарифмический закон распределения продольных ско- 
:й. V = С, 1п (1 — г) Со.

При этом
ду 
дг

Подставив значение А в уравнение (5), получим: 
г3(г ֊ 1)Г" + (Зг3 - 2г2) Г' + 4(г2 ֊ г)Г =/.

Здесь —----конечная величина.
г-

Это уравнение Гаусса (3).
При распределении по Караушеву V = г’о. ]/Г — рг2 из урав­
нения (3) после замены рг2 = ^ получим уравнение Гаусса

г О г

Լ. I. ՃՈՎ1ԱՆՆՒՍՅԱՆ

ցիրկու Ասցիայի <ք«սււ|ւճ ճհօժսւն |ււողովւո1|ի 

П|пг|Гт(1 1|Ьи|Гт*Г
Ր(ւ ւ||ւսյ(յա1|սւ(ւ

//>// րվ ած ր ունեդոդ } ր ա տար ի ոլորման դեպրում / երր ոլորում ր տեղի Լ ունե­
նում կամայականէ մեծ կորության շաււավիղներ ոէ-նեւյող կորաք։

\իէէր են րնղունված սա ւր ր ռ ւ/են ւո ո է֊թ յ ան ղ ի էիա ղ ի ոն թեորիայի հ ա»/ ա ււ ա ր ո ։ էէ- 
ներրէ Հետեե/ոէք //»« (ք. Անանյանի իդեային ք հաջողվում ( ոլա ր դե յյն ե լ այդ հավասարում^ 
հերր, իսկ կյոր րնւքքա յնական կտրվածրով խողովակի համար ստանաք հետևյաք երկրորդ 
Vս ո»! ո ր ա !/ ա*ն ւյ քւ ֆե ր են րյ ւս լ > ա ա ս ա ր /ւ է. մ ր։
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