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1. Если электрон, энергия которого сравнима с энергией покоя 
протона или больше его, сталкиваясь с протоном, рассеивается под 
большим углом, то находящийся вначале в покое протон приобре­
тет кинетическую энергию, сравнимую по своей величине с энергией 
покоя протона. Вследствие этого неправильно, как это делается 
обычно, считать массу протона бесконечной.

В таких процессах обе частицы после столкновения приобре­
тут скорости, сравнимые со скоростью света, поэтому в их куло­
новском взаимодействии необходимо принять во внимание эффект 
запаздывания. Кроме того, при вычислении вероятности тормозного 
излучения надо учесть, что протон, получив большое ускорение, 
также может излучать.

Целью этой работы является вычисление дифференциального 
поперечного сечения тормозного излучения электронов высокой 
энергии на протонах с учетом эффекта запаздывания и возможности 
излучения фотонов протонами.

Итак, нам предстоит решить следующую задачу: вычислить 
дифференциальное поперечное сечение процесса, при котором элек- 

трон и протон с импульсами, равньвчи, соответственно, р и Ро = 0, 
сталкиваясь переходят в конечное состояние с импульсами, равны- 

ми, соответственно, р и Р, и при этом излучается фотон с импульсом, 
равным К.

Оператор энергии взаимодействия, вызывающий такой переход, 
равен

Н = Не +НР + V, (1)

где // —есть оператор энергии взаимодействия электрона с полем 
излучения



% — матричный вектор Дирака для электрона;
Нр—есть оператор энергии взаимодействия протона с полем излу­

чения (1).

где у и о — дираковские матрицы для протона, / — дополнительный 

магнитный момент протона, А — вектор потенциального поля излуче­
ния, а — тензор электромагнитного поля. Наконец, V есть энер­
гия кулоновского взаимодействия.

Описанный процесс совершается посредством шестнадцати раз­
личных основных цепочек переходов, вместо двух для тормозного 
излучения электронов на неподвижном кулоновском центре сил.

В самом деле, число цепочек, описывающих излучение электро­
на, учетверится благодаря учету запаздывающего взаимодействия, 
вследствие чего получится 8 основных цепочек, и, наконец, это число 
удвоится за счет излучения протона.

Обозначим через 7 импульс, передаваемый протону. Тогда из 
законов сохранения энергии импульса

£0+ ^0 = ^+ 1Г+А',

следует:
Р» + /’о = Р + Р + /V, (4)

(5)
где через и70 обозначена энергия начального состояния, а через 
IV7—энергия конечного состояния протона. Мы предполагаем, что 
протон вначале покоится, поэтому Ц70 = М, где М есть энергия 
покоя протона. Ео и Е—энергии начального и конечного состояний 
электрона, а К — энергия фотона.

Последние два слагаемых в (3) изображают оператор энергии 
взаимодействия сверхспинового магнитного момента протона с по­
лем излучения. Вероятность перехода, обусловленная этим опера­
тором, значительно меньше вероятности того же перехода, обуслов­
ленного первым членом в (3) (2); поэтому ниже мы не учитываем 
эти слагаемые и принимаем за оператор взаимодействия протона 
с полем излучения выражение

Нр = е (3 Д Л (3)
Как было указано выше, переход из начального состояния 

в конечное совершается посредством шестнадцати цепочек. Но не­
трудно понять, что из них существенны только те, в которых излу­
чателем фотона К является электрон, тогда как цепочки, в которых
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излучателем фотона К является протон, не играют никакой роли в 
рассматриваемом процессе. К такому заключению можно притти и 
из классического рассмотрения вопроса. Действительно, согласно 
классической теории количество лучистой энергии, излученной уско­
ренной заряженной частицей, пропорционально квадрату ускорения, и
следовательно, при заданном кулоновском притяжении между электро­
ном и протоном, оно обратно пропорционально квадрату масс каждой 
из этих частиц. Поэтому количество лучистой энергии, излученной

протоном, будет М2 примерно в — раз меньше (р. энергия покоя элек-

трона), чем излучение электрона. В правильности приведенных до­
водов мы убедились и непосредственным квантомеханическим рас-
четом. При вычислении вероятности перехода появятся и интерфе-
ренционные члены, т. е. члены, где будут присутствовать матрич­
ные элементы, соответствующие излучению и электрона и протона.

. МЭти члены будут примерно в — раз меньше по сравнению с чле­

нами, описывающими лишь излучение электрона. На основании при­
веденных рассуждений излучение протона не будем учитывать.

Матричные элементы энергии взаимодействия электрона и про­
тона с полем излучения равны, соответственно (3^:

I ф1՜ о, Ф * , (6) 
\ » т А » // / ’ х '

где и — компоненты матричных векторов я и о на направле­
нии поляризации фотона; и и ф — дираковские амплитуды, соответ­
ственно, для электрона и протона*. Матричный элемент кулоновского 
взаимодействия определяется формулой (3):

4 тс- И2с2Р“Утп = —^֊ (и'т ип ) (ф* ф„ ). (7)
Л . .

Используя (6) и (7), получим общий матричный элемент пере- 
хода из начального состояния в конечное

н 1Г _ _ .3, V / и,) (и\ и} (ф-5 ф)
V - к ’ I “ „ ֊Е՜-* +

I Г'՜) I I ( Ц} яьЕ_\_\ ф,') ф) , </ Г (и» аА. Е\ ) I Г’, ав Е'Ц ф) 6,7 ф)
е + к-е. ф 2 ՝" [ ’

1.77„ 67,1 ( фр ф ) (б/, Яд и ) . \и՛', а.,/ и.,} (Щ Е'\ ( фо о,; ф)
(Ед-К-Ё,)(Е—Е\—Ч) + ~(Ё^Ё7~^\Н ~ +

I фо о,; ф I 167;} а» 67, I ( и\а.,, и ] ( 67;) а,, Е\ I ( ф;) ф Ц 7 1
(\У0-\У֊д)(Е-Е1-д) (£■„- А'՜՜/?.;] +

Здесь и в дальнейших формулах под подразумевается 
ка, деленная на 2 л.

(3)

постоянная План-
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где а и 6 с индексами означают компоненты матричных векторов
Л — *

а и о на направлении поляризаций фотонов К и д ; — означает
суммирование по обоим направлениям поляризации виртуального

фотона д, осуществляющего запаздывающее взаимодействие; 
Е— означает суммирование по всем четырем промежуточным состоя- 

-> '
ниям электрона с одним и тем же импульсом р} = р0—К или р2 = 

= Р + К = рь— д ; £0, £,, Е2, Е и №70, , №— означают
энергии электрона и протона, соответственно, для начального, про­
межуточных и конечного состояний.

После суммирования по поляризациям обменных квантов и по 
всем промежуточным состояниям электрона получим:

К. = Е + К+ Е+ К + \ар ) + 1аА'] + р.З.
Вероятность перехода в единицу времени определяется 

мулой:

(Ю) 
фор-

го =

где р^—плотность числа конечных состояний. Учитывая (4), нетрудно 
определить рЛ:

КрЕ 
(2к/?б?)6 (12)

где с1& — элемент телесного угла, в который отклоняется электрон;
—элемент телесного угла, внутри которого движется фотон.
А—некоторый множитель порядка единицы

р-\- АсОБО- ֊ /7П( СО81> • СОБ'Э’о 4- в!Пх> • 8Н1Оо • созср) -1

]Х'

СсозЭ*- Еп (со8$-со8$’п4-8тйп • зтв-созср)

глы считаются от направления распространения фотона.

Й* ,

(13)
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Так, >> есть угол между векторами К и р \ — между К и р0 и
ср — угол между плоскостями !./*/<,) и 1 р0№ .

Для малых углов 

для любых углов, А =

$ и {>0, а также

1. При больших

при малых энергиях Ло, но

углах Д 1, так,ж

например, при ^0= и $ = 0 .

IV
IV7

Как видно из последнего выражения, численное значение Д всегда
порядка единицы.

Из (9), (11), (12) общеизвестным способом находим дифферен-
циальное поперечное сечение

/эб п Л Л 1 IV/ ,11/

4л-й<Д Г’№

_р2] _рРо81П’&0 [(£ +£

81пЗ’- 51П^О4/9’^О б/ср

ку Р2] 2/,А,81П»-?)П»()СО8ср
о

о
2р 51 п2^ | М 
~ и- I ^+М

4֊3£0АГ— [рр. Арпсо5^0—8р2

3£'Е04

Е^ Р РI +1 Ес+А' '1РоР I+£■ Л'Рсова |
ЛТ+1Г ‘ I

3££0—ЗЕК— (рр0) + рК со$$ 3 Н2
2ро81па$,0 I Ц

+ ■ (ГД .и

4пп «г1п>Ч”е1пЯ’.тг\ст

'и I XV- Л4 [3£0/\ /\/7 СОБОф—Р2 • 81П30’—2рр081ПгЬ 81П1>0 • С08Ср]

■С05а

и г
Е. (^4֊ 3£А /\р соБ^Д-рй 81п?0’о4-2/7/7о БшО-’ЗтОо-созср 4-

— р0РсО8г>0- С08Я

1 Ала{12 / 2Р С05<х _ ж— IМ | ՛
(14)
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где Е = Е — р соб^ ; = Е^ — р0 со8$0,

а есть угол между векторами Р и К, а 

р2=р2֊рр24-Л3—2р0А'со81%+2рЯсо5г)’~2/?ра(с05^’со5^о+5։п^-5^п^о-с05։:Р) •

3. Если в (14) положить Р = 0 (что равносильно предположению 
/И —оо), то в фигурных скобках останутся только первые четыре 
слагаемых, а остальные исчезнут; и если учесть, что в этом случае 
закон сохранения энергии напишется в виде Ео = £ + /<, то эта фор­
мула точно совпадает с формулой Бете-Гейтлера (3). Все остальные 
слагаемые в фигурных скобках, начиная с пятого до последнего, 
своим происхождением обязаны эффекту запаздывания. Если Р М 
(что при больших ■Э’о имеет место, если £0<^/14), то учет движения 
протона можно выразить в виде поправки к известному сечению б/Ф0 
(б/Ф0 — есть дифференциальное поперечное сечение для протона с 
/14 = оо); эта поправка будет порядка

ЁМЁп й,ф’՜

При больших отдачах Р протона, т. е. Р>М дифференциальное 
сечение б/Ф отличается от г/Ф0, и это отличие обусловлено не только 

, 1 М-\- Н7 ,эффектом запаздывания, но и множителем ■֊֊.у, (появление кото­

рого обусловлено законом сохранения энергии: Е^-\-М = Е + XVК).

Этот множитель удовлетворяет неравенству: 0,5 < М+1Г 
‘2№

причем он стремится к своему нижнему пределу при /14 < а к верх­
нему при Р=О (т. е. при £0 = ЕК, что равносильно Л4 = оо).

При заданном А переданный протону наименьший импульс опре­
деляется формулой (4):

(15)

При малых углах Ртш Е^-К-Е очень мало и (14} совпадает 
с сечением для протона с /14 = оо ; наоборот, при больших углах 0^. 
если Ао > М, обязательно нужно учесть конечную величину массы 

протона. Так, например, при >/14 и гЬ0 — --
Ля*

и может оказаться по своей величине сравнимой или даже больше 
/14; тогда мы уже не имеем права пользоваться формулой Бете-Гейт­
лера, и вступает в силу формула (14), которая, таким образом, 
имеет смысл только для больших углов рассеяния электронов.

Ясно, что полное поперечное сечение тормозного излучения 
совершенно не изменится. Это связано с тем, что полное попереч­



ное сечение образуется в основном за счет малых углов рассеяния 
электрона (т. е. за счет параметров удара больших, чем радиус 
ядра), тогда как вклад больших углов рассеяния в полное попереч­
ное сечение ничтожно мал.

Несколько слов относительно тормозного излучения электро­
нов очень высокой энергии на ядрах. При энергиях фотонов

К» Ьс
R

где R— радиус ядра, торможение электронов происходит не в поле
всего ядра, как целого, а на отдельных протонах (и отчасти на ней­
тронах), составляющих его (4). 

под большими углами О*о ~

При этом электрон и фотон вылетают

՝ $ ~ 0 . Причиной этого является

то; что эффективный параметр удара в таких процессах меньше 
радиуса ядра. Поэтому соответствующую формулу цля ядер можно 
получить из (14), если умножить ее на 2.

Вышеизложенное относится и к вопросу рождения пар элек­
трон-позитрон фотонами очень высокой энергии (АГ>Л4).

Дифференциальное поперечное сечение этого процесса, когда 
и электрон и позитрон вылетают под большим углом относительно 
направления распространения фотона, нетрудно получить из (14), 
если в ней произвести замены (3).

Й-=П—а-+ ; <р = <р4.— 55 ; Е=—Е+; р0=Р--, Р=Р+,

где величины со знаком плюс относятся к позитрону, а со знаком 
минус — к электрону, и кроме того умножить ее на

В заключение выражаю благодарность Г. М. Гарибяну за цен­
ное обсуждение настоящей работы.
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