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К вадаче о кручения неоднородных призматических стержней 
(Представлено Н. X. Арутюняном 19 IX 1951)

В настоящей заметке способ приближенного решения задачи о кру­
чении неоднородных стержней с тонким усиливающим покрытием, 
предложенный М. В. Келдышем, обобщается на случай стержней, когда
поперечное сечение стержня пред­
ставляет многосвязный контур. Да-
ются экормулы для определения
жесткости при кручении и напря 
жений.

Обозначим внешний контур се 
чения через Го, а внутренние через 
Г], Го, ... Гр (фиг* I).

Пусть стержень покрыт вдоль 
боковой поверхности усиливающи­
ми слоями оо, Оо, ... оп .

Материалы усиливающих слоев 
берутся с модулями сдвига О0, Оь 

. . . Оп , большими по сравнению с

Фиг. 1.

модулем сдвига Сп-н ядра. Тол­
щины усиливающих слоев малы по сравнению с другими размерами 
сечения, так что й -> О, но 5։ О։ #= 0 (1 = О, 1,2, ... п).

При скручивании стержня парами сил, из шести компонентов на­
пряжения, считаем отличными от нуля касательные напряжения

֊3֊ О; Г

(1>

г

где т — угол закручивания на единицу длины, Е'(х,у) — функция напря­
жений, удовлетворяющая в области й сечения уравнению
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Ввиду незначительных толщин усиливающих слоев 5։ профиля,
используя идею М. В Келдыша(1}, считаем проекции касательного на­
пряжения Zv и Z. по всей толщине слоя Sj одинаковыми.

Так как боковая поверхность стержня свободна от внешних сил, 
проекция касательного напряжения на направление нормали равна нулю 

Zv = X cos vx+Y cos vy = 0. (3)

Выведем выражения для граничных условий, исходя из принципа 
минимума потенциальной энергии системы (2, 3) как удовлетворяющих 
условию

oV = 0.

Потенциальная энергия неоднородного
имеет вид:

V = :

призматического стержня

п

о
z; 5i ds, (5)

О

где Zs = XZ cos sx Yz cos sy dF 
dv на Fi , (6)

L — длина стержня.
Подставив (1) и (6) в (5), получим:

dFV ' dF\2 5FV. I ,7, — ds (7)
OV

oV = F<?F d
dx dx

dF д
dj dj

<>

֊. dF d s ।°' d7 57(0^ ds = °֊ (8)
i=0 Г|

Применив формулу Грина 

f fldS . <У1> ,J J [dx dx dy dy )dx dQ 
dv ds (9)

и заметив что согласно (2)

V2 (oF) = 0 (10)
получим:

dF 
dv л <։F<ds -

dF՜ 
dv ֊֊ (6F) ds֊O 

оу ' '

V = 2

о

n

о

- n
д.

0

о
П

n + 1
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Интегрируя по частям из (И), получим:
1о

6*(-

°°Л
у(8)֊т- 

' дъ
б»р՜

п
д 

дъ

где Н —длина контура Г։
Для гармонической

дР

ОУ
3 в

о 
ду

<ЭЕ 1
(12)

функции оР, каков бы ни был простойзамк-ЗЕ

нутый контур Г, выполняется условие

(оР) <15 = О, (13)

причем функция у(5) = д 
ду

(6Р) <15 — произвольна. Поэтому для вы-
о

полнения условия (12) требуется равенство нулю выражений

<78
на

(14)

или

(ЭР 
ду на

на

(15;
<ЭР
֊- =с։
ду

Из постоянных с0, ср . сп только одна может быть
произвольно, остальные же должны быть 
о циркуляции касательного напряжения при

определены из 
кручении

выбрана 
теоремы

22։ (16)

■

" о
О

П

о

I •

ду ) = 0

О

о

п + 1 8

— о

на Г։

п

о

сЕ —

Вместо системы (16) для определения неизвестных постоянных
с1։ ... сп иногда удобно бывает пользоваться другой системой, ко-
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торую получим интегрируя уравнения (15) по контурам Г։ и исполь­
зуя (16)

Уравнения (2), (15) и (17) полностью определяют функцию напря­
жений Е(х,у) в области сечения.

Определение жесткости. Из (3; и (6), пользуясь значениями (1),
для усиливающих слоев будем иметь:

ду ду соб уу

дЕ =
дх ду СОБ УХ. (18)

Пользуясь теперь формулой жесткости при кручении получим

(хУ2 — уХг )с!хбу = — Оп-н И
п

Х дх.

(19)

При этом использованы соотношения (18). 
Преобразуя первый интеграл правой части (19), имеем-

дР \
ду (хйу — удх) +

^Р 1
ду 1 (хйу — ус!х) =

Р (х, у) С1хс1у — Йо с0 + (20)

При этом использованы условия (15), а также соотношения

с! V соб ух == ՛ . с!б
с!х

СОБ уу — — — (1б (21)

и значения

| (хбу — ус!х) = 2Й{ , (22)

где Й| — площадь, заключенная контуром Г» .
Кручение полой неоднородной трубы. В качестве примера рас­

смотрим кручение полой неоднородной трубы круглого сечения (фиг. 2).



Функция напряжений Я (г) удовлетворяет внутри области сече* 
ния уравнению 4

рением контуре ГР Фиг. 2.
Для определения постоян­

ных Со и С։ согласно (17) получим уравнения

(25)

Решение уравнения (23) имеет вид:

где

+ А։ 1пг + А2, (26)

с0 ~ с։ + V (6։ — а’) + О0 30 Ь 4- О։ о, а
(27)

Пользуясь уравнениями (25) для с0 и с1։

(28)

получим значения

О. 
у ь2О0 Ь 4֊

(29)
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Подставляя (29) в (27) и (28), получим:

А । — А 2 — 0.

Для жесткости при кручении по формуле (20) имеем.

(30)

(31)

При а « 0 и 50 = 0 из (31) получается жесткость круглого стержня.
Пользуясь формулой

дг ’ (32)

для касательного напряжения имеем:

(33)

(34)
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