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Некоторые вопросы теории ползучести 
(Представлено 22 IX 1951)

В предыдущих работах (1>2) была развита теория ползучести бе
тона, основанная на представлении о бетоне, как о линейном упруго
ползучем теле, т. е. предполагалось, что между деформациями ползу
чести и соответствующими напряжениями имеется линейная связь. По 
отношению мгновенных деформаций и соответствующих упруго-мгно
венных напряжений также принималось наличие линейной зависимости. 

Как показывают многочисленные экспериментальные данные ( ; ь),
линейная зависимость между деформациями ползучести и соответ-
ствующими напряжениями справедлива для напряжении, не превышаю

щих половины временного сопротивления бетона֊—.

Что же касается мгновенных деформаций, то из целого ряда опы-
тов (4>7) следует, что мгновенные деформации остаются прямо пропор
циональными напряжениям вплоть до величин, почти соответствующих 
моменту разрушения.

Настоящая работа представляет дальнейшее развитие основных 
результатов теории ползучести бетона, полученных в предыдущих 
исследованиях, для более широкого диапазона изменений напряжений

и при а , а именно, когда линейная зависимость между

величиной напряжения и деформацией ползучести нарушается.
Таким образом, бетон рассматривается как нелинейное упруго-пол

зучее тело и принимается только, что для деформации его имеет ме
сто закон наложения.

Последние исследования показали (4), что закон наложения для 
деформации ползучести бетона достаточно хорошо подтверждается в 
случае монотонно возрастающих нагрузок, т. е. для активной дефор
мации.

1. Продольная деформация. Полную относительную деформацию 
бетонного бруса к моменту времени I под действием единичного од
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ноосного напряженного состояния, приложенного в некотором возра
сте г, как и прежде, будем определять зависимостью:

СП, т), (1)

где —упругая часть деформации от единичного напряжения, при

ложенного в возрасте т, а С(1, т), называемая мерой ползучести бетона, 
представляет деформацию ползучести в момент времени 1 от единич- 
ного одноосного напряжения, возникшего в возрасте бетона т.

Допустим, что к бетонному брусу в возрасте г = т1 было при
ложено напряжение ох = ах (Т]) и что в последующее время 1 > это
напряжение сохраняется постоянным. 

Тогда будем иметь:

(2)

где Й [ах (т^] — некоторая функция от ах (гД характеризующая нелиней
ную зависимость между напряжением и деформацией ползучести.

При этом, как было указано, для бетонов имеет место соот
ношение:

при

при
(3)

где R — временное сопротивление бетона, причем

(4)

Если положить, что мера ползучести бетона С(1, т) и его модуль 
упругости Е(т) не зависят от возраста т, Е(т) = Ео, С(1, т) = Е(П 
(т. е. не учитывать процесс старения материала), а функция (о(а) яв
ляется степенной функцией вида со(а) = а " 
то выражение примет вид:

где 1П — постоянное число,

ф) = 4֊ ат К(1). (5)

Соотношение (5) известно в теории ползучести как зависимость, 
на которой базируется так называемая теория „старения14.*

Следует отмстить, что теория „старения", которая излагается в различ
ных работах, посвященных вопросам ползучести, не имеет никакого отношения 
к явлению старения материалов. Это объясняется тем, что пока нет установлен
ной твердой терминологии,
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Здесь следует отметить, что соотношение(5) справедливо только 
при постоянных напряжениях, однако часто многие авторы (Рош, Шепк) 
распространяют его на случай напряжений, изменяющихся во времени. 
Такая ошибочная трактовка уравнений (5) может привести к ложным 
результатам.

Рассмотрим случай, когда в момент времени т=к бетонному 
брусу приложено напряжение = ах Ц), которое меняется с течением 
времени. Тогда, на основании соотношения (2) и принципа наложения, 
.полная относительная деформация выразится зависимостьюI

6։ 0) = + 2 [а‘(Т1)] с(։> Ч?՜ +
I ^Х՝'/ С/1

+ Сод ։) <!, .1 (К
Это уравнение справедливо для значений напряжения в диапазо

не от нуля до величины временного сопротивления бетона R.
Интегрируя (6) по частям, получим:

«>=ж՜ - Ам ш л - ]՛а ՛-<”> -л- * <”

Пользуясь условием (3), соотношение (7) запишем в следующем 
виде:

м если ах(1) < ֊-

СО, т) с!т (9)

если

при всех значениях 1.
Полученное соотношение (9) представляет основное уравнение 

теории ползучести бетона, рассматриваемого как нелинейное упруго
ползучее тело, справедливое для напряжения в диапазоне от нуля до R.

Если в (9) о)(а) = а, то оно переходит в уравнение для линейно
го упруго^ползучего тела (8), полученное ранее.

Как показывают опыты, мера ползучести бетона при растяжении 
и сжатии почти одинакова, поэтому уравнение (9), будучи справедли-
вым для деформации растяжения а 0, может быть применено также
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к деформации сжатия, только в этом случае нужно в уравнение (9)
вместо о положить — а 
тельных с функция ы'а]

и о>[ — а] = — т. е. в область отрица- 
продолжается нечетным образом.

2. Поперечная деформация. Пусть к бетонному брусу возра
ста т = т продольном направлении было приложено напряжение

(0 = ох (гД которое в последующее время 1 > т1 остается постоян-
ным. Тогда деформации в поперечном направлении могут быть разде-

лены на две части: упруго-мгновенную, равную уДи) и ползу-

чую, равную у2(Е <о[ах (гД С(1, гД где у/т) и у2(1, т) — соответственно 
коэфициенты Пуассона для упругой и ползучей частей дефор֊

мации бетона.
Коэфициент Пуассона для упругой части деформации уДт) зави-

сит только от возраста бетона т, а коэфициент Пуассона для ползу
чей части У2(1,т) — как от возраста бетона г, так и от продолжитель
ности действия данной нагрузки 1.

Полная поперечная деформация будет:

(10)

Если осевое напряжение а (1), приложенное в возрасте бетона 
1 меняется с течением времени, для поперечных деформаций

будем иметь следующее выражение:

О’ у,(г)

3. Деформация сдвига. Деформацию сдвига так же, как и осе-
вую деформацию, можно разделить на две части: упруго-мгновенную
и ползучую.

Пусть на бетонный образец в возрасте т = действует каса
тельное напряжение ~ху(0 — тху (тД которое в последующее время I >- т1
остается постоянным. В этом случае полная относительная 
ция сдвига будет:

деформа-

где

Гху (Ь = С(Т։) (12>

С(') — мгновенный модуль сдвига, равный
2(1+ъС0]

Е(0 М

(

т) мера ползучести чистого сдвига для бетона.
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При действии напряжения тху (1) в возрасте т = и меняюще
гося с течением времени для полной деформации сдвига будем иметь 
следующее выражение:

ьУ(։)= од/~ од “ 1 ш'Тху^ а՜ (13)

Ч -1

Таким образом, деформация ползучести бетона, когда последний
рассматривается как нелинейное упруго-ползучее тело, характеризуется
тремя физическими величинами: мерами ползучести С(1, т) и 0(1, т
для одноосного напряженного состояния и чистого сдвига коэ ЭЙ и-
циентом Пуассона ^2(1, т) для ползучей части деформации.

Все эти величины являются функциями как возраста бетона, так
и продолжительности действия нагрузки. Однако нет необходимости 
определять экспериментально все три функции у.,(1, т), С(1, г) и 0(1, т), 

9

характеризующие ползучие свойства данного бетона, достаточно знать
какие-нибудь две из них, третья же определяется аналитическим путем 
совершенно аналогично, как это делается в упруго-мгновенной задаче 
для установления связи между Е, О и

В самом деле, в случае чистого сдвига в плоскости Х0\ при 
действии постоянных тангенциальных усилий *Ху(^1) главные напряже
ния будут:

(^) “ *ху (*^1), °у ( ’1) — сху (*1) и $2(^1) (14)

Относительная деформация сдвига согласно (12) есть

Уху 0) — (Л)1 П(Е?1). (15)

Относительное удлинение диагонали выделенного 
(2) и (10) будет:

элемента в силу

(16)

Подставляя значение ах (т^, и (т2) из (14) в (16) и заме-
что о)(а)2>0, (о(—а)= — со(а), получим:

*^ху (?1)

(17)

Вместе с тем имеет место известная геометрическая зависимость

£х (0 =
Уху (В (18)

и

которая должна выполняться при сдвиге для любых значений 1
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Подставляя значение sx(t) и Yx; (t) из (17) и (15) в (1$), получим 
следующую аналитическую зависимость между мерами ползучести 
C(t, т), D(t, т) и v2(t. т):

D(t,.T) = 2[l +v2(t,r)] СЦ,т),. (19>

если Vj(t) = v2(t, ri = v = const, то будем иметь:

= Д
C(t,r) G (20)

t. e. при равенстве коэфициентов Пуассона упругой и ползучей час
тей деформации, мера ползучести бетона C(t, т) при одномерно напря
женном состоянии с точностью до постоянного множителя равна мере 
ползучести 0(1, т) при чистом сдвиге.

4. Объемное напряженное состояние. Пользуясь соотношения
ми (9), (11) и (13), можно получить основные зависимости для случая 
пространственного напряженного состояния, если, следуя Ю. Н. Ра- 
ботнову ('), воспользоваться теорией малых упруго-пластических де-

ормаций.
Зависимость между напряжениями ах, ау , az , тху, тХ2, ту2 и де-

ормациями г Еу, , Yxy, Y>z, 7yz в теории малых упруго-пласти-
ческих деформаций, когда сжимаемостью материала можно прене
бречь,7 дается формулами:

ai
*ху--- Q- \ху

Ос j

Txz = 3^~Yxz (21)

У2“ 3£i 7У2

и £j — интенсивности тензора

напряжения и тензора деформации.
Если считать, что интенсивности напряжения а, и деформации

при объемном напряженном состоянии связаны между собой той
Si
же

зависимостью, что и напряжения и деформации в одномерной 
а именно:

t t
£i °>- l(tг - fai £ ж dT - JWla՛} c(t՛x) dr>

T1 T1

задаче,

(22)

то, присоединяя это соотношение с граничными условиями
cos (пх) 4- тху cos (пу) + "^xzCOS(nZ) — Них

rxycos (пх) 4- ay cos(ny) 4՜ ^yzCOS(nZ) = Fny (23)
Txzcos(nx) 4՜ TvzCOS(ny) 4- <*z cos(nz) = Fnz

* Заметим, что условие несжимаемости материала не является 
ственным.

суще-

X
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к уравнениям (21), приходим к полной системе нелинейной теории пол
зучести бетона в напряжениях.

5. Приведение интегральных соотношений теории ползучести 
(9), (22) к дифференциальным уравнениям.. Будем определять меру
ползучести бетона С(1,т) функцией вида:

(24)

Здесь 
из опыта и

ср(т) — некоторая функция только возраста т, определенная 
характеризующая процесс старения данного бетона.
интегральное уравнение (9), связывающее напряжение ах (1)

с учетом ползучести и переменного модуля упругости бетона сэот
ветствующей деформацией гх (1), примет вид:

“е '(< с)1ат- (25)

* -1 ”1

Принятое выражение (24) для С(1, т) позволяет свести решение 
уравнения (25) к решению нелинейного дифференциального уравнения 
второго порядка с переменными коэфициентами.

В самом деле, дифференцируя обе части уравнения (25) по 1, 
получим:

< (*) = 222- +’ тр(0 (*)] - г 
Е(1)

I
| ш[ах (т)| [<р'(т) + Тф(т)] е (1т. ,

«у

Исключая значение интеграла ат

из соотношений (26) и (25) и дифференцируя полученный результат
еще раз по 1, после некоторых преобразований придем к следующе 
му дифференциальному уравнению:

а"(։) 4֊ «'(1)
Е'(0 1
Ё’(0

4֊1'Е(0 ср(О ю' [а] а'( I) =

Е(0 [е"(П + Гб'С)] (27)

с начальными условиями при 1—т1։ ®(т։)— Е(ч) з(т։ ՝ 
а'(т։) = е'(т,) Е(Т.) - гЕ(т։) ч>(т։)<о[։(т։) Е(/гх)]. (28)

незначи-Если модуль упругости бетона изменяется во времени 
тельно и практически его можно считать постоянным, то уравнение (27)
примет вид:

а"(0 + Та'(0 + ТЕ0 <р(1) о>'[а] У(1) = Ео[е"(О + МП]. (29)

-7(։֊')

Начальные же условия будут:
^(^1) Е0 *(*1 )»

а'(т ՝ = Ео е'(Ь) ֊ ГЕО <?(?,) ы [Ео г(т,)|. (30)
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Если в соотношении (29) заменить функцию ср(О ее предельным
значением ср(оо) = то полученное уравнение будет характеризовать
состояние ползучести для стареющих бетонов.

Согласно (29) и принимая во внимание второе из условий (30), 
будем иметь:

*'(0+ га(О + гЕ0 Со ы[а] = Ео [®'(1) + Т®(0], (31)*

с начальным условием

Перепишем уравнение (31) в следующем виде:

4՜ ГСоы[а] = г'(1) + уф).

(32)

(33)

Отбросим в этом уравнении слагаемые, относящиеся к скорости упру
гой деформации, считая ее малой по сравнению с деформацией
зучести при больших значениях 1. Тогда из (33) будем иметь: /

пол-

(34)

ИЛИ

Если в уравнении (33) пренебречь как скоростью, так и

(35)

величи-
ной упругой деформации, то из соотношения (35) получим:

(35')

Здесь г° (1) —деформация ползучести при больших значениях Т
Соотношение (34) или (35) — есть уравнение установившейся пол

зучести бетона, понимаемого в более общем смысле, чем обычно,

а переменными.
Заметим, что уравнения (34)—(35) справедливы при постоянстве 

действующих внешних нагрузок.
Положим, что является степенной функцией вида

очи , у 0(1)
Е ՛ Е

м

ф] = а + ^а2. (36)

()пыты показывают, что функция вида (36) хорошо описывает 
данные экспериментов и характерна тем, что в большинстве случаев 
обладает слабой нелинейностью, т. е. параметр р оказывается малым 
(й«1).

Подставляя значения <о[а] из (36) в (27), приведем последнее к 
следующему виду:

Следует особо отметить, что решение уравнения (31) представляет асимп
тотическое решение уравнения (29) при достаточно больших 1.
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’"(է) + օ'(է) Г[1+Е(Пф(П]-^

+ 2рГ փ(է) տ(է) օ'(է) = Е(1) |$"(է) 4֊ րտ'(է)|. (37)
При постоянном модуле упругости уравнение (37) примет вид:

а"(0 + а'(0 Г [1 + Ео ср(П] + Ео <р(0 а'(1) а(0 = Ео [е"(1) + ге'(0]. (38)V
Для состояния ползучести при старом и стареющем возрасте 

бетона, согласно (31) и (36), получим следующее уравнение: **

տ'(է) + ао(П + Ьа( է Р = Еп (տ'(է) + уф)], (39)
где

Ь = руЕ0 Со = |3(а - у),
которое представляет обобщенное уравнение Риккати и может быть
представлено в форме:

ճ2ս(է) 
ей2

ас!и(1) 
՜մէ՜ = Ь Ео [®'(է> 4- те (է)], (40)

где

օ(է) —
սՀ(է)

Ь ս(է)

Приложение полученных результатов к решению 
дач по расчету элементов инженерных сооружений на 
ставляет содержание следующего сообщения.

конкретных за- 
ползучесть со-

Сектор математики и механики
Академии наук Армянской ССР

Ն. հւ- ՃԱՐՈհ^ՅՈՒՆՅԱՆ

II ալք ի տեօոՆթյան ւքի քանի հարցեր

Տվյալ աշխատանքում զարգացվում ու ընդհանրացվում են բնտոնի սողքի տևսու^ 
թ յան այն հիմնական ա ր ղ ք ո ւ ն քն 1ւ ր ր , որոնք ստացված են մեր նախորդ > ե տ ա ղ ոտ ութ յ ու ե —

7* ի տ ե լո վ բետոնը որպես գծային աոաձդա—ип ր1ՔայՒ^1 մարմին ր այսինքն եքւր

նրա մեջ լարումների և ղե ֆ ո ր մ ա ղ ի ան ե ր ի գծային կապը խախտվում է, աշխատանքում 
տրված են բետոնի սողքի ւոեսութ քան հիմնական £ ա վ ա и ա ր ումն ե ր ր պար գ և բ ա ր ղ լա ր վ ա ծ 

վիճակների դեպքում։
Ստացված հավասարումները կիրառելի են լարումների փոփոխման լայն ղիապաղո՝- 

նում սկսած զերոյից մինչև բետոնի ժամանակավոր R դիմադրությունը։

Նշված է սողքի չափի ֆունկցիայի այն տեսքը, որը հնարավորություն է 

ւսշվի առնել բետոնի ծերացման պրոցեսի հատկությունները և սողքի հիմնական 

դբալ հավասարումները բերել ոչ գծային դիֆերենցիալ հավասարումների։
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