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МАТЕМАТИКА

О представимости и единственности аналитических функции
(Представлено А. Л. Шагиняном 18 IX 1951)

. * •
Задача о единственности тех или иных классов аналитических

ункций при задании их последовательных производных на некотором

(ряды Абеля—
счетном множестве точек { ап ) впервые исследовалась В. Л. Гончаро­
вым. Им были введены особые интерполяционные ряды
I ончарова), при этом установление критериев разложимости функций 
в ряды такого вида по значениям их последовательных производных 
на последовательности точек [ап) сводилось к точной оценке некото- 
рых кратных интегралов (\2).

Опираясь лишь на аппарат ряда Тейлора и на теорию бесконеч­
ных систем линейных уравнений, представляется возможным указать 
общий критерий для разложимости некоторых классов аналитических 
функций в интерполяционный ряд типа Абеля—Гончарова. Из этого 
результата следует ряд теорем единственности. В настоящей заметке 
нами за неимением места эти результаты приводятся без доказа­
тельства.

1°. Отнесем к классу Ах(р,о) все целые функции порядка р и 
типа меньшего а, которые в окрестности г = 0 представлены рядом 
Тейлора вида:

Ո (1)
п= 1

где (лп ! — произвольная последовательность возрастающих натураль­
ных чисел (Х1 > 0).

Пусть |1п — любая другая последовательность натуральных чисел, 
причем Ип < лп < |лп+1 (п = 1, 2, . . . ).

Полином степени Хрвида

0Р(^) = С> (2)



единственным образом определяется из условий
Ор (ИК ’(«К ) = { | при к = 1, 2, . . ., р —1

* к = р
(3)

для любой последовательности комплексных чисел (<хк ). Нетрудно ви
деть, что в явной форме полином 0р (г) напи ется в следующей ин­

тегральной орме51

г V*

• (4)
О

Заметим, что при \ = цк = к — 1 (к = 1, 2, . . .) полином <Э (г) 
представляет собой полином Абеля—Гончарова.

Обозначим:

(5)

где б = (аре) е Имеет место

Теорема /. Если

Ит 8ир 
к —*• оо

1к (а) < 1 (6)

то для любой функции {(г) € А> (р, а) имеет место равномерно 
сходящееся в любой замкнутой части плоскости разложение вида

Кг)= £ ("'■р ’(ар) <ЭР (г).

р=1

Отметим, что условие (6), вообще говоря, необходимо для спра­
ведливости разложения (7).

Именно можно построить последовательности [Хк ), (рк ), (ак } 
и функцию Цг) £ (а, р) таким образом, чтобы имело место
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limSup к (d) = 1, 
к -»֊ oo

f։(z) * S fiM*p)Qp(z).

P=1

Следствие՝. Если Цг) € Ах(р,а), ((Нр1 (ар) = 0 (р = 1,2, . . . ), то 

для Пг) = О достаточно и, вообще говоря, необходимо, чтобы име- 
ло место условие (6).

При справедливости разложения (7) условимся называть (ап ) мно­
жеством разложимости и единственности.

2°. Установлен следующий результат о существовании целой функ­
ции с заданной системой значений ее производных на множестве един­
ственности.

Теорема II. а) Если lim Sup к (d|«< 1 и для последовательно- 
к -* оо

сти ;Ьк;

(8)

где 0 < d! < d, то существует единственная функция f(z) € Ах (р.о), 

удовлетворяющая условиям f(fXk (ак ) = Ьк (к = 1, 2, ... ).
б) Если lim Sup к (d)<+oo, то для любой функции f(z) € Ах (р, а).

lim Sup—------------ -
[ —► оо / , 1

dXk р к
3°. Из вышеприведенного критерия разложимости в интерполя­

ционный ряд вытекает ряд следствий при частных предположениях
о распределении последовательностей {Хп } и [рп Предположим, что 
при целом р > 1

хо = рп + q (г < q < р + г — 1),
тогда имеет место

Теорема III. Если для последовательности (aQ)

lim Sup k

— корень трансцендентного уравнения

У ч—Г) »' Чр _ 2Р^р~г /
Л (q-r)i

(э;

(Ю)a, =e
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то {ап } является множеством разложимости и единственности 
для класса Ах (р, а).

Следствие. Если Цг) целая функция порядка р и типа < а,
(к)летворяющая условиям вида г <ак ) = О (к =0, 1, 2, . . . ), где

удов-

г е 1 Р I । log 2 lim Sup к । «и I <-----р
к-> QO ---

№ р)р
то f(z) =s 0.

Заметим, что результат следствия при р =» 1 был получен 
другим образом (3).

4°. Установлен также следующий критерий разложимости и

ранее

един-
ственности при предположении lim (Хк+1—Хк ) = ос . 

к оо
Теорема IV. Если при р < 1

lim Sup (12)

то |ак } будет множеством разложимости и единственноети для 
класса Ах(р,а).

При дополнительных ограничениях, налагаемых на последователь­
ности (Лк ] и {рк ), можно установить соответствующий результат для 
класса Ах (р, а), когда р > 1.

5°. Отнесем к классу Вх(И) функции голоморфные в круге радиуса 
большего R и представимые рядом вида (1).

Обозначая

имеем:

Теорема Если Jim Sup (R) < 1, то для любой функции 
К QD

f(z) € Вх (R) имеет место равномерно сходящееся в любой замкну­
той части круга | z |< R разложение вида

J(z) = £ f"1» ’( О, ) Qp ( z) ,

р=1

где полиномы |Qp (z)j имеют прежний смысл.
Заметим, что при lim Sup FK (R) = 1 это разложение может не 

к -♦ оо
сходиться к соответствующей ункции.

В случае распределения последовательностей ’ Хп и ’ ро } как в 3°,
имеет место



Теорема 11Ր. Если для последовательности |ап )

ч lim Sup к I аж I < R —— .
к ֊> 00 Р

где rin имеет тот же смысл, что и в 3°, то J а j является чно- 
жеством разложимости и единственности для класса функций 
Вх (R).

Следствие. Если f(z) голоморфна в круге радиуса большего R 
и f(n)(«n) = O (п = 0, 1, 2, . .. ), где

lim Sup к | ак 1 < R log 2, 
к ֊֊՝֊ оо

то f(z) = 0.
Результат следствия был ранее установлен Какейя (4) другим • д 

способом.
В случае, когда lim (Хк+1—Ак) = эс, имеет место следующий 

к -* ос
результат.

Теорема /V', Если

О <Հ <о < lim inf < lim Sup հ~՜ <C< 1 
к -> ос ^*+1 

и

lim Sup I

mo (an } является множеством разложимости и единственности 
для класса Вл (R).
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Ներկա աոանէյ ապաւյույէ]1ւ րերված են if ի րա
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արվում հն ֆոէնկէքիայի ա Л ան ղյ ա չնե ր ր կետերի հա^վե/ի ր ա պ մ ոէ.թ յան վրա։
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