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Пусть К —замфутое множество, дополнение к которому состоит 
из одной области, содержащей бесконечно удаленную течку, а Цг/-՜ 
функция, непрерывная на К и аналитическая во всех внутренних точ
ках К.

Вопрос о возможности равномерной аппроксимации 1(г) на К по
линомами от 1 рассматривался при различных предположениях отно
сительно множества К.

. Для того случая, когда К содержит внутренние точки, наиболее 
сильный результат получен в 1945 году М. В. Келдышем и форму
лируется следующим образом (1).

Если множество внутренних точек К составляет одну область [,), 
и К совпадает с замыканием этой области, то равномерная аппрокси
мация функции полиномами на К возможна. Ф

С другой стороны, если К не содержит внутренних точек, проб
лема равномерной аппроксимации на К полностью решена в 1934 го
ду М. А. Лаврентьевым Р). Согласно его результату, любую функцию, 
непрерывную на ограниченном континууме,не разбивающем плоскость
и не имеющем внутренних точек, можно представить в виде ряда 
полиномов, равномерно сходящегося к на К.

В настоящей заметке рассматриваются приближения на контину- 
умах более общего вида, содержащих как нигде не плотные порции,
так и внутренние точки.

Теорема Ч. Если ограниченный континуум К не разбивает плос
кость и множество внутренних точек К составляет конечное 
число областей, то любую функцию Цг), аналитическую во вну
тренних точках К и непрерывную на К, можно представить в виде 
ряда полиномов от г, равномерно сходящегося к Нг) на мно
жестве К.

Замечание. Из этой теоремы, как частные случаи, следуют сфор
мулированные выше теоремы М. В. Келдыша и Д1. А. Лаврентьева,
причем применяемый нами метод доказательства отличен от тех 
методов, которые использовались для доказательства этих теорем.

33



Доказательство теоремы 1. Пусть множество внутренних точек 
К состоит из п областей [),, О?, ... , ,

0 = О^М ... 4- Оп и Г = К ֊ 13.

Лемма. Для любого 8 О можно найти рациональную функцию 
Р(г) так, чтобы

шах | !(г)~ К(2) 1 <г
хег -

Доказательство этой леммы аналогично тем рассуждениям, кото
рые применялись в работе (3) для доказательства теоремы М. А. 
Лаврентьева.

Исли произвольная точка 1)^ (К = 1, ... , п), то рациональ
ную функцию R(г) можно выбрать так, чтобы ее полюсы были распо
ложены в точках я։> а?, . . . , ап

Пусть аналитические кривые СП1 ограничивают односвязные об
ласти ВИ1 # дополнения которых сходятся при т ֊> ю к дополнению 
К, причем В1ПсВп1±] ^К. ’.-Д'

Пусть также функция ф|<П1 (х) осуществляет конформное отобра
жение области ВП1 на , при котором

Фкгп ( *к ) == *к , Ф'кт ( ак ) >0-
1 ак как । Вт —последовательность областей, сходящихся к 

своему ядру —области , то для любого замкнутого множества 
Е -֊ имеем

(1)... киптах | фк,„ (г) ֊ г | = 0, к -֊ 1, 2, ... , п. 
1П ос г (֊ Р

Пусть К(г) —рациональная функция с полюсами в , ап
удовлетворяющая неравенству

тах
1^- Г

I 1(։)-Р(г) |

Число выберем так, чтобы это неравенство продолжало вы
полняться и в тех точках К, которые принадлежат Г) —окрестности Г.
Через Г; обозначим расстояние до Г, б, — круг с центром в точ
ке а, радиуса

Функция
11

к-1
аналитична в Вш з"а исключением точек . . . , , где она имеет



полюсы; поэтому для любого можно найти рациональную функ
цию ТП1(х) с полюсами в ап , для которой неравенство

I Т1П(г)- Ь П1(г) I

выполняется в точках К, расположенных вне 

(2)
п

. Пусть Мкт

точки области Ок , расстояние которых до границы Эк превосхо
дит т]. В силу равномерной сходимости сркт (г) к г в области Пк 
число гп можно выбрать настолько большим, чтобы

’'Ркш С Мц
для тех г, которые принадлежат К — Ок .

Таким образом, если — Ок то фкт (г) принадлежит^ — ок
рестности Г, т. е.

* | Ф кт (г) — R I <₽кт (г)] | п~ • • • (3)

откуда находим
тах ! 5 т (г) | < е ... (4)
г(-\' 

•* I «

Число т можно выбрать, кроме того, настолько большим, чтобы 
на множестве Мку; выполнялось неравенство

I Фкт (7-) ֊ 2 I (5)
ы = <р(г),где ?(х) ֊ рункция,ЗЕ обратная к модулю непрерывности

рункции Цг) — R (г) в К —

Рассмотрим теперь функцию Бт (г) на окружности г — ак |=

Имеем в силу выбора со, а 

шах I $т(г) ~ [ 
2*к 

“ 4

также в силу (3)

Принимая во внимание (о/ находим

Ткт *2) |, R | Фкт (2)| }
X—ак

тах | Г ?кт(г) — R I ЯРктО)] - {(г)+И(г) | <е,

/ Я|,
гк

откуда следует
тах | 5т (г) — |Цг) —’ | < 2е, К ^=1,2, п.



Сравнивая с (2) и (4), заключаем, в силу принципа максимума, что
тах |

г С К— Е Ф
1 = 1

Тт (г) - Ш ВД | <3е.

Обозначим Тп,(г) 4՜ К(г) = К,(гЛ совокупность окружностей

| (г) — «к I -1'-, К = 1,2, . . . , п, обозначим через С. 4
Имеем

» й+ ՛ г к.™- Вд + ՝ с ап и, 
2-1 | 1—2 2к1 I { — г 2ш I 1—г

Последний член для г £ Г равен нулю, так как Пг) аналитична в О, а

тах ^֊1(0 сП R <2 пг. *

Таким образом, если г н Г, то

так как е>0 —произвольно, а сП ֊ функция,

аналитическая на К, то'теорема доказана.
Рассмотрим возможность равномерной аппроксимации на К в том 

случае, когда на множество К никаких ограничений не накладывается.
Как известно, любую непрерывную на К функцию возможно рав

номерно приблизить на К полиномами от х и у. Через Еп (Т К) 
обозначим нижнюю грань чисел

тах Кг) — С)п (х, у) ;

по всевозможным полиномам ()п (х, у) от х и у степени п.

Теорема 2. Если ограниченный континуум К не разбивает 
плоскость, а непрерывная на К функция [(г) аналитична во всех 
внутренних точках К и удовлетворяет дополнительному условию

Ыт 1п! паЕп (1, К) =0 . ..
II -* ОО

•6)
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то [{г) возможно представить в виде ряда полиномов от г, равно
мерно сходящегося к Т(г) на К.

Заметим, что теорема 2, повидимому, справедлива и без выпол
нения условия (6).

Сектор математики и механики 
Академии наук Армянской ССР 

Ереван, 1951, январь.

Ս. Ն. ՄեՐԳեԼՅԱՆ
Փւո1| |4Ա <Հւքւ1Լ[>յՈ|(յ(| ևր [1 վրա հ ւսւ| ասա ր ա տա <|> Ա*ոտավորսւթյուհն ե րի մ՞սւսիԱ

'Н'в ոլկ к Կարթյունը չր ա մ ա ն ո ղ иա մ ան ա վ» ա կ 
նըն դ հատ և К-/, ր ո լո ր նևրքքւն կետերոււք անալքւտ^կ

կոնտինու ում էյ իսկ ք(2)

ֆ ո ւն կց ի ա

Հայտնի էյ որ եթե К-Ъ չք, պա ր ուն ակում ներքին կետե ր յ ապա 1(2) էի է ներ

կայացնել նրան հավասարաչափ զուգամիտող ՛Լ- ի պոլին ոմներ ի տեսքովէ Մյուս

կողմից հայտնի էյ որ եթե \Հ~ի ներքին կետերի ր ա ղմ ո ւթ յ ուն ր կազմում է տիրույթ) 

որի փակույթր (ЗЗМЫКЗНИС) համընկնում է ի հետ յ ա սլա հավասարաչափ մոտավորու

թյուն նույնպես հ ն ար ա վ որ

Տ վ յ ա լ հոդվածում ապացուցվում է, որ եթե |Հ* ի ներքին կետերի րաղմ ութ յունը 

կաղմ ում է վերջավոր թ վՈէ[ տիրույթներ^ ասլա կամավոր) К* ի *[^ա անընդհատ և նրա 

ներքին կետերում անալիտիկ ֆունկցիան հն ա րա վ ո ր է պո լին ոմներ ով ցանկացած ճ^տու^

Հետա ւլոտ վոլմ է ն) 

ների վ ր ա հավասարաչափ

արթ ութ յ ունը չրամանող К 

! որ ութ յունը։
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