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ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Р. С. Минасян

Ф
Об одной задаче теплопроводности
(Представлено А. Г. Назаровым 2 VIII 1950)

В настоящей работе решается задача о плоском стационарном
распространении тепла в равнобоком 
на его сторонах.*

Пусть на сторонах ОА, ОВ, 
ЕС и ЕЭ происходит теплообмен с 
окружающей средой нулевой тем
пературы, а стороны АС и ВО 
поддерживаются при произвольно 
заданной температуре Р (у) и Р(х). 
Тогда температура 11 (х,у) в угле 
определяется, как известно^), из 
уравнения

-^+^- = 0 (!)
дх? ду2

и граничных условий

и (Ь.У) = Р (у),

угле при наличии теплообмена

Щх,Ь) = Р(х).

здесь

Н—коэфициенг теплопередачи, К — коэфициент теплопроводности.
Для нахождения 1](х,у) разбиваем угол линиями ЕР и ЕК на три 

части. Функцию 11 (х,у) представляем в виде 
-—_______

* Впервые эффективное решение для кручения стержней полигонального 
очертания было дано Н. X. Арутюняном (’).

65



и'(х,у) =
ИЛх.у) 

и»(х,у) 

и3(х,у)

при

(3)

причем 15։ (х,у) —гармонические и должны удовлетворять следующим 
условиям непрерывности:

СЦд.у) = и։(й,у), = <?и^х’у) , и։(х,у) = и։(у,х),
ОХ х = с! ОХ х = с!

(4)
ЩМ) = и,((1.х), ^ЬУ) =Ж(ул) 

ду |у = (] оу у = а

и соответствующим граничным условиям (2).
Легко видеть, что определенная таким образом ункция и(х.У)Г

будет непрерывна вместе со своими производными вплоть до второ 
го порядка во всей области ОАСЕОВ, включая линии раздела ЕК и ЕЕ.

Для удовлетворения первой группе граничных условий (2) функ
цию и1(х,у) ищем в виде

ОО
и/х.у) = У ик (х)?к (у), 

к=0
(5)

где

<рк (У)=
к

тс

«к тсу
СОБ--------֊

(1

р . ак тсу \
—81П ----- - ’
«к (1 /

11 <1

«к — положительные корни уравнения

. - 2«кр1£ЯК тс » --------- -  , (6)

Остановимся на 
емых в дальнейшем.

Функции Фк (У),

некоторых свойствах рункций срк (у), использу-ЭС

(0,6), (’) удовлетворяют уравнению
ортогональные и нормированные в интервале

и условиям

Ф"к (У) + / ак тс V / ч л—г— I фк (у) = 0
\ 6 . /

Ф'к (6) -К Ьсрк (с1)=0, ср'к (0)—11<рк (0) — 0.

Кроме того, (й) = ф-к (0;= 2а\
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Система функций (у) |ЭС полна. В самом деле, в каждом про
межутке (к,к + 1) лежит один корень ак уравнения (6). Разложив (6) на

Л2К ТС
два уравнения

«2 к
И а2к +1 

Р
(8)

к=0,1.2,...

покажем, что положительные корни первого из уравнений (8) заключены в
к <Г а2к < границах К - <

Легко видеть, что

к -|------ , начиная ок = 1. Обозначим 2к
ктс 9

О)

Рассмотрим функцию

монотонно возрастающую и непрерывную на всей оси ох, за исключе

нием точек х=к -4------и х = 0, нулями которой являются искомые

При этом

Х(к) = -֊?-< о, 
к

и следовательно нули Х(х) расположены в промежутке

«2 к

ктс
(10)

При — > — неравенство (10) сохраняется автоматически в си- 
ктс 2

лу (9). Точно также можно показать, что корни второго уравнения 
6) расположены в промежутке

. , 1 <*2к +1 . 1 , р -к 4*— <Г----------- <2 к 4- -тг + —. Таким образом имеем, что
2 2 2 ктс

4

к < ак < к + — - (11)
ктс

Неравенства (11) можно использовать также при вычислении
корней ак .

С другой стороны, обозначая
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d

будем иметь

Но согласно (11) имеем

откуда
У(8р+П.
к2

(к =1,2,...)

а следовательно ряд /, г3 сходится. Согласно свойству устойчивости 
к=0 К

полноты квадратически близких ортогональных нормированных сис-
I !~2 ккх 1тем( ), из полноты системы L /_ cos -} и следует полнота системы 
IV d d J

{?к (У)} •

Перейдем к определению функций Ui(x,y).Э£

Для членов ик (х) разложения (5) имеем

ак кх ак кх
Uk(x)= Fk е d +Нке d 

Функцию U2(x,y) ищем в виде

ОС
U։(x,y) = ]£ Vk (х)срк (у).

к=0
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Принимая во внимание граничные условия (2) и (4), а также (7), 
для выражения Ук (х) получим, используя идею Г. А. Гринберга(‘),

ак кх
• ~

а
Ук (х)=Мк е

ак ТСХ

00

Разлагая функцию Р (у) в ряд ПО (у) (12)

Чк =
(1
Г Р (у)фк (у)<1у

к = 0
о

н удовлетворяя условиям (2) и (4), 
получим следующие выражения

для коэфициентов Рк ,Нк ,Мк ,М к

— 2аи яр
цк е

I Нк [ак сЬак л(3—1) —? эЪак тс(3—])]
/ /уЗ  < 3 ) С Рп /г т ' '/V

— Цк е

Ык = — ’(ак — р)е

(13)

~акЛР ] Нк [ак сЬак тс(3—1)֊֊р$Ьак тс(3 — 1)]
I (я2к +р *) БИ ак тс -4- 2 ак рсЬак тс

где

причем Нк определяются из бесконечной системы линейных уравнений

(] — ак я?
Ик =------£

тс
<рк ((1)

ОО Р
С 4>р (Ле

(14)

X {Нк [ар сИар я(р — 1)—рвйар 1)] —
I

— ар я
֊ЧРе

дк («к — р) г;
2(ак сИак п^ + рзЬак л,3)

— I

— акя 
е

Ь

Р —О
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Для решения этой системы, обозначив

Нк е фк (б)[«к сИак тсф— 1)—р$Ьак тс(^—1)] = Ск , (15)

после некоторых преобразований придем к следующей системе

_____________________ -2«ак_____________________________  
(9о \

а3к 4՜ Р2 4------ I
к /

[ак сЬак тс(£—1)—р5Ьак тс(р — 1)] [(а?к 4֊ р2)5Ьак тс4֊2ак рсИак

—ак
как (ак — р)е Як

2фк (<֊!) [(а2к 4- р2)511ак тс 4֊ 2ак рсИак тс]

где штрих при знаке суммы означает, что при суммировании опус
кается индекс р=к.

Используя неравенство (11) и производя оценки, получаем, что
сумма модулей коэфициентов уравнений (16) не превосходит величины

—2ак л(3-1)] —2ак 43-1)1 4р

(17)

для к 1» а для к=0—меньше

— 2а0 я(р—1 ' —2ао40 — 1)

X С1Ьаотс-----
\ ао

(18)

и для всех значений —, начиная с 1,1 при любых р и к сумма

модулей коэфициентов остается меньшей 0,8, т. е. система (16) впол-
не регулярна.

С другой стороны, свободные члены Ьк , будучи ограниченными,
стремятся к нулю с увеличением индекса к. Задаваясь геометриче-

скими и термическими характеристиками — Ьс!
а также рас-

пределением температуры Р (у), Р (х) на сторонах АС и ВО, и найдя 
соответствующие корни ак уравнения (6), на основании теорем о
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вполне регулярных системах (5) 
неизвестных Ск , посредством 
циентов Нк ,Fk ,Мк и Nk .

легко оценим сверху и снизу значения
которых определятся значения коэфи

Сектор Математики и Механики 
АН Арм. ССР

Ереван, 1950, июль

Ռ. U. ՄԻՆԱՍՅԱՆ

Ջերւք հապււթղակսւհությւսհ if ի խհզբի ւքասին

Ներկա հոդվածում լուծվում է ջերմության հարթ ստագիոնար բաշխման 
խնդիրը անկյան մեհ' կողմերի վրա Հե ր մ փ ո խ ան ա կութ յան աոկայութ յան դեպքում։ 
Խնդիրը լուծվում է աոանձին ուղղանկյունների (կարման» եղանակով, որի օգնությամբ 
հահողվ ում է խնդրի մասնակի ածանցյալներով դիֆերենցիալ հավասարման լուծումր բե
րել երկրորդ կա ր դ ի սովորական գծային դիֆերենցիալ հավասարումների լուծմանը, ընդ
որում ինտեգրման հաստատունները ո րոշվում են գծային հ ա վ ա ս ա ր ուէքս ե ր ի լիովին ռե

գուլյար անվերջ սիստեմի լուծու միցէ Ցույց է տրված խնդրում օգտագործվելիք / (\)\

ֆունկցիաների սիստեմ ի լրիվությունը ե նշվում են (€)
աճման սահմանները։

Հ ա վ ա и սւ ր մ ան ա ր ւՀա տն ե ր ի
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