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Расчет слоистых оболочек вращения 
(Представлено А. Г. Назаровым 6 VII 1949)

1. Большой практический интерес представляют симметрично на
груженные оболочки вращения, которые составлены из однородных 
ортотропных слоев, симметрично расположенных относительно сре
динной поверхности оболочки.

Считаем, что материал каждого слоя подчиняется обобщенному 
закону Гука и в каждой точке имеются три взаимно перпендикуляр
ные плоскости упругой симметрии.

Пусть одна из плоскостей упругой симметрии материала оболоч
ки будет параллельна срединной поверхности, а остальные две пер
пендикулярны к меридианам и параллелям срединной поверхности.

Считаем также, что для всего пакета в целом справедлива гипо
теза Кирхгоффа-Лява.

2. Здесь рассматриваем решения задач оболочек вращения поло-
жительной гауссовой кривизны, для которых за относительные дефор-
мации можно принять:

du 
ds

d2w sin a dw *

* Здесь и в дальнейшем придерживаемся известных обозначении С«2).

X, =------ , X, =--------
dsa г ds

Выражения для относительных деформаций (2,1) получены на осно
вании известных соотношений В. 3. Власова (И, данных для пологих 
оболочек, которые, как показали дальнейшие исследования (2։3), с ус
пехом могут быть применены при расчете широкого класса оболочек,
в том числе и замкнутых.

С точностью формул (2,1) уравнение неразрывности можно пред-
ставить:

de; 
ds

Имея относительные деформации е £2 и

dw л о--- COS a. Հ.Հ 
ds 
нормальное перемещение w
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можно получить формулы для расчета радиального (по направлению
и осевого перемещений (։):

е = Г£։, ? = с0 + dw .sin аds ds,

где — жесткое смещение оболочки вдоль оси вращения.
3. Напряженное состояние слоистой оболочки вращения опреде

ляется обобщенными силами Тр Т2, и обобщенными изгибающими 
моментами О1 и С2. Под действием этих сил диференциальный элемент 
оболочки находится в равновесии» Уравнения равновесия имеют вид:

— (гТЛ+ Т, sin а 4- — N. + гХ = О tls 1 Rj

/ к j \ / Г1 I 5 \ I <7 Л
— (rNJ- г R- + ) + rZ = О
ds \Rj Rj /

— (rGj) + G, sin а + rNj ■-= 0. 
ds

Ив этих уравнений получим:
s

( — Tj sin а + Nj cos а) r = V — J*  rEr ds

S.

s
(Ti cos a + Nj sin а) г = — J՞ rEz ds + re p°,

Sq

где введены следующие обозначения:

Er = Z cos a — X sin a, Ez ~ Z sin a + X cos a

dV 
ds

p° = T° cos a0 -|- N° sin a0.

р°
Постоянное р° = 9гс~г~ является осевым усилием распределенным по 

параллельному кругу s = s0 радиуса r0 о 
z главный вектор

сил, приложенных к указанной грани (’). После совместного 
уравнений (3,2) получим:

внешних 
решения

где

Ф^з) = sin a
El
2к rE2 ds

So

ф2($)= — cos a rEr ds 4- sin a P5
2k

rEz ds

6
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Подставляя значения N, из (3.3) в третье уравнение 
лучим:

“7՜ (г Qi) + Gj sin а 4֊ V cos а = — Ф2($).

равновесия, по

Все уравнения и соотношения, данные в п° 2 и 3, справедливы как 
для изотропных, так и для анизотропных оболочек.

4. Из обобщенного закона Гука для нормальных напряжений гп֊го 
слоя имеем ():*

m 
s

Es

m _ 
а? —

1 in m1 - И. И, 

Е™

„П1 ГП
~ Р- !1

1 *2

где Е

В՞1
12 

= ■— > 
вт

22

гп 
S

П1
Iх‘ 2

Ет

m
12

III

модули упругости m-го ортотропного слоя, р™

соответствующие коэфициенты Пуассона.

и

В отличие от однородных оболочек для слоистых оболочек зна-
чительный интерес представляют также касательные напряжения тгп- 

Из уравнений равновесия элемента объема ш-го слоя оболочки
имеем:

где <pm (s) — постоянное интегрирования.

Подставляя значения агп и а? из (4.1) в (4.2) и интегрируя, получим. 
9 •

= - re (В,™) ֊ V Х ( B^k) + 'Pm(s). 4.3

где операторы

Maj

учитывая, что ункцией поЗдесь, сравнению с ее производной
можно пренебречь, для операторов получим:

т dXj

4.4

ат) 
ik 11 ds

tn dx 
3)2 ds

Постоянные <Рт(8) определяем из условий контакта смежных слоев и 

на внешних поверхностях (*):
Ы



1) на верхней (у = 6) и на нижней (у = — &) поверхностях при 
у » 5, г3п+1 = X, при у = — о, т1 = О,

2) на поверхностях контакта слоев:

при у=6ш (т = п + 1, п+2, . . . 2п)

при у= —$т тт =гт 1 (т = 2, 3 . . . п + 1). *
Как нами показано (4), в силу гипотезы Кирхгоффа-Лява, данной 

для всего пакета оболочки в целом, нет необходимости удовлетворе
ния условий контакта в перемещениях, так как они удовлетворяют-
ся автоматически.

Воспользовавшись условиями контакта, для фт(з) получим:

(М8)
при п

¥т(5) = |тЧкX

при 
где

т —
2

о2
о УП 

°т+к

где В>к —упругие постоянные каждого слоя

тп
г֊т

т п
-к

ГП
1П

22 , П1 гп
1 - и, р2

тп

12

.,1П ТП

1 т г

1П 1П

ГП
и, н2

т 
^1к

5
5 = 1

Имея значения ср т, 
а) для верхних

для тгп получим:
слоев до (п 4՜ 1)-го слоя включительно

52 
— х

2 —т — т

для нижних слоев до (п 1)-го слоя включительно

т___ ____
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Воспользовавшись значениями нормальных напряжений, обобщен-
ные усилия выразим помощью следующих формул:

а™ бу — о™

—5т — 5т+1

б2п+2—т 6՝2п + 1— т 
/т , Г т , бТ~ / а?

—5т —5т-М

§2п+2—га 52п + 1—т
I ГП •I ’։ гФг— I г^г ш * </

1 ~5т — 5гп—1

п 52п+2—т 52п + 1 —т

= 1 —5т —5т 4-1

£ У «фТФГ- У

5. Воспользовавшись полученными соотношениями, после неко
торых преобразований получим следующую систему разрешающих 
уравнений:

- (5)

ь + “ ф’(8)’
где введены следующие обозначения:

дз

зг”.(8) ֊ 51’ ֊"֊ ф.(*)
11

5.1

5.2

5.3
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В отличие от существующих теорий, в системе (5.1) искомыми 

является, наряду с принятым V, новая функция Ш - , которая яв

ляется результатом наших исходных соотношений (2,1).
Введением новой искомой функции систему (5.1) можно предста

вить уравнением: 
9

■ —р*  Са« ’Из), 5.5

Г(з) = - г Ьн
Ф^з)— । С2, 51п л

Сц г
ф1(8)

6. За частное решение уравнения (5.5) берем решение 
ной задачи ^2), которое для нашего случая имеет вид:

безмомент-

Ф/5) 
■ 9

соб а

Для усилий Т։ и Т2 получим:

1
R! СОБ2 а

/ о
1 Рг

К2соз2а \2тс

»о
Сравнивая выражения (6.2) с соответствующими формулами изотропных
оболочек (2) замечаем, что они ничем не различаются, чего и надо
было ожидать (').

7. Имея частное решение, задача расчета неоднородных анизо- 
тропных оболочек сводится к решению однородного уравнения:

с!2а Б1п а ба
бз2 .. г с1б

Решение этого уравнения находим методом ассимптотического инте*  
грирования, при этом ограничиваемся лишь первым приближением, 

/ окоторое имеет погрешность порядка % / — по сравнению с единицею, 
у R

Интегрируя (7.1), получим:
Л \
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a—(A։cosp— В, sinp)e ? + (A, cos 3 4-B, sin 3) 4-

4՜ i | (Atsin 3 4՜ B, cos 3) e —(A, sln3— B,cos3)c^ 7 ■> 

где Ap A>, b1։ Bt постоянные интегрирования

з = ./<1V 2 4 \/r. 3
So

Сравнивая (7.2) c (5.6), для искомых получим*

W = (A։ cos 3 - B, sin 3) e“? 4- (A, cos 3 4֊ B, sin 3) e? 7.4

V= (A։ sin 3 4՜ B։cos 3) e — (A։ sin ? — B։ cos 3) —

Ф44 
cos a

Последний член формулы (7.5) является частным решением задачи, 
заимствованным из (6.1).

8. Имея значения XV и V, легко можно определить внутренние 
обобщенные усилия:

(Аг sin р + Bj cos р) е ' — (A, sin р—

О S
D Q. 8 ] sin a . 1 / Pz f c , \

— BjCosP) eK J---------H Б------ 2՜ о------ I rEz dsJ г R,cos2a J L j

«0 
՝

(Ai — BJ cos P — (Ai + BJ sin p] e

1
Rj cos-a

N, =

s

— \ rEz ds j +

So

J(Aj sin P+Bj cosP) e — (A2sin p—Bacos p)e3 i cos a

_ •
Обобщенные изгибающие моменты:

(В։ - Aj) sin 3 - (B։ 4- A,) cos 3j

’ & i4- l(B, - A,) sin 3 4- (B։ 4- A։)cos 3J eH



. տւո а 
+ —֊25 (В} տւո р — А! со5₽) — р-! (А։ տ!ո р +

В! С08 р) տ!ո а
------— (В2 տ!ո р + Аа շօտ ₽) — (А2 տւո р —

— В2 С05 р)

Из перемещений расчетный интерес представляет 
мещение, которое можно определить посредством

радиальное пере-
рормулы31

^2СИ2

2

е

շ յ Г \^2

1 (Հ

I?! соб а \ 2к
2

В2 տ!ո р] е
Տ

I гЕг մտ -г2

Տ0

Напряжения в каждом слое определяем посредством формул (4.1)
(4.9), (4.10).

Из расчетных выражений этого п° можно получить расчетные 
формулы для однородных ортотропных оболочек (6), для оболочек, со
ставленных из изотропных слоев, а также для изотропных оболочек (2).

Постоянные интегрирования Ап А2, В1։ В2 определяем из гранич
ных условий, которые, как и вся задача, должны быть симметричны 
относительно оси вращения.

Институт строительных материалов и сооружений 
Академии Наук Армянской ССР

Ереван, 1949, июнь.

и. и. гитгяпмшъ
Պտտմաճ сЬгвш1]пг թաղանթների հսւօվոււքբ

Ս,յստեղ ուս ուՅե ա ս քյ ր վում են սխէետր[ւ1լ բեռնված սլտտման թաղանթները^ ռ ր ոն ք 
պատրաստված են օրտուորոսլ չերտեր^ցէ

Ցույց է տրված} որ քսն դիրը բհրվում Լ պարդ դիֆերենցիալ հավասարման} որը 
տալիս է վերջավոր լո լ_ծ ո լքքե ե ր է
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