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Вопрос о многократном рассеивании света при наличии
луоресдендии

II*

* См. ДАН Армянской ССР, том IX, № 4, 1948 г.

(Представлено В. А. Амбарцумяном 2 IV 1949)

Сейчас рассмотрим случай, когда среда, обладающая рассеиваю
щими свойствами, представляет собой совокупность плоско-параллель
ных слоев, причем среда эта ограничена с одной стороны некоторой 
плоскостью А, с другой—устремляется к бесконечности, и оптическая 
глубина ее бесконечно велика. Допустим, что на границу А падают 
лучи в различных направлениях. Косинус угла, образованного направ
лением падающих лучей и внутренней нормалью слоев, обозначим £. 
Интенсивность лучей, падающих в направлении с в частоте е поряд
ковый обозначим 1е (5). Допустим, что потоки этих лучей, которые 
проходят через единицу поверхности, перпендикулярной к их направ
лению, в единицу времени равны 1е (5). В результате рассеиваний, ко
торые вообще, многократны, лучи выходят из среды в различных 

9
направлениях с некоторыми интенсивностями 1К(^), которые зависят 
от угла, образованного направлением выходящих лучей и нормалью, 
косинус этого угла обозначим 7), а также от £< 
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1к(т9) выразятся через 1е(?) следующим образом:

1

К(Ч) = Ջ յ Гке (>)?) և (5) 

о

(15)

где ГкС(^£) функции, характеризующие диффузную отражательную спо
собность данной поверхности. Теперь наша_ задача найти функции 
Гке (17$).

Цель наша состоит в том, чтобы на основе созданной в 1942— 
1944 гг. В. А. Амбарцумяном новой теории рассеивания света в мут
ной среде (1>2) решить задачу этого трехмерного рассеивания для слу- 
чая сферической индикатрисы, когда на конечную границу полубеско
нечной среды падают пучки параллельных лучей с двумя различными 
частотами у1 и у2 в направлениях и £2 и интенсивностью и Ц.
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Для составления функциональных уравнений этой задачи, мы ис
пользуем инвариантность функций Гке(^5) в отношении такого преобра
зования, когда к границе А присоединяется тонкий слой Дг. Допустим, 
что взятый нами слой Дг тонок до такой степени, что при дальней
ших вычислениях можно пренебрегать величиной Дг*.  В результате 
прибавления слоя Дг среда у нас будет иметь новую границу А'. На 
прежнюю границу А теперь будут падать ослабленные потоки прямых 
лучей, т. е. не 1е, а 1е[1 - • В соответствии с этим, из этих

\ *е /

потоков от границы А будут отражаться лучи, обладающие интенсив- 
2 / Дте \

ностью 3 1е Гке (*)5е  ) I 1 — >— I • Однако,?при выходе через слой Дг, 
е=1 у Се ]

эти излучения будут ослаблены в 1 — —— раза. Таким образом, из па

сивность которых составляет 3 ГкеО& ) I е

дающих на границу А прямых лучей будут отражаться лишь те, интен- 
Дте \ / . Дтк \ 

5е Д 19 Г 

к = 1,2.

В частности, если 1е =• 0, то в частоте V! отражается излучение, 
обладающее интенсивностью

Гц (ч51) 11

С другой стороны, в результате прибавления слоя Дг возникают
дополнительные излучения, состоящие из четырех слагаемых для каж
дой частоты- Вычислим сперва эти дополнительные излучения—по на
правлению т? для частоты

1. Слой Дг рассеивает часть проходящих через него прямых лу
чей с частотой соответствующий прирост интенсивности отражен
ных лучей с частотой у։ равен

2. Часть лучей с частотой V! и у։, рассеянных слоем Дг, направ
ляется в сторону границы А и частично отражается от нее. Прирост 
интенсивности отраженных лучей равен.*

1 1АГ1 к /г։։ ОЛ) Дт1 Ь /

о О

3. Слой Дг рассеивает наружу отраженные от границы А лучи. 
Соответствующий прирост интенсивности отраженных лучей частоты 
у1 равен

Ц- 11 ( г„ («.) + -ЦЬ . [ Г։, (%) К

£ ц J * Ч </
о о

10



4. Часть отраженных от границы А лучей рассеивается слоем дг 
обратно и снова отражается границей А. В результате этого, интен
сивность в частоте будет иметь следующий прирост:

1
Г Гп (О

о

аС

гп (т» ) г*՜
о

X, Ат, I
О

1 1
О ^1)^4 к г и (ъ?1) 4՜ 11 Ггц(Й1)(1^

• о

Теперь запишем условие, при котором, в результате всех при
ращений и уменьшений, интенсивность выходящих из границы А' от
раженных лучей остается равной Гц^З^.

1
✓ Е \ / Е \ / I Дх1 \ / 1 1 \ । ^1 /* / к\

Гц №) = Гц №) 1 ~ Д 1-------~ ) + ~4 *՜^՜  + ‘2՜ ДТ1 ГцС^О 4-

О

; 1 1 1

+ дт‘ Гг» т + т • (г» ё?+ 4՜ Гг» +

0 0 о

оо о

<К' R л. 
г7

1

(«,) а; + х, дт, Ггп(«,)ач
о

Теперь, приняв, что = 0, а I, ф 0, уравнение, выражающее 
инвариантность интенсивности гм(т}51)11 отражающих лучей, предста
вится в следующем виде:

410951) " г21(1952) 1 ( 1

4-Ь- Дт, (г„ (^)« + ЦА? дг, Гг։1 (чо + Г г„ де,) ас +
£ J Ч и

О -0 0



1
+ (1֊к1)Дг1уг12(«2)(1ч

✓ е

Г1։(«։)։К

Такие же уравнения получим, используя инвариантность г12(т)52),
4։ (1С։)

/ р \  / е \ /1 ДТо \ / ДТа\ . I X*  ДТо .
Пз (15,) = Гц (15։) 1 ֊ ֊₽֊ 1 - V + -Т1' V +

\ »2 / \ 7 / Т' Ч

+ у дь / г։։ М) + !-Л ДТ ։ у гй №) + 

о о

1

1

■—/г22 («,) (1; + 

О

. 1 1
— уг։2(й2.)^

о о

Г1,(1ч) у- +

о

+ (1-Х2)Дт2 Ггп«)^ . 
о

/ Е \ _ /24/1 / 1 . I Х| IГ21 ^51) — г21 С1??]) 1 —ё~ ( 1 —— I 4—т՜ • — 4՜ 
\ / \ 7

1 1 1 <
+ \[Гц (1?) у +1^1 Дт։ [г։։.«)т + Цг • V- (г" $51) + 

0 0 о

Г21Ш

+ (1-Х1)Дг,у’ 

О



ми,
Они и являются теми основными рункциональными уравнения-
которым подчиняются функции гке(^?е), характеризующие диффуз

ное отражение.
Введем функции Кке ), которые определяются следующим 

образом:

Тогда, для

Г*е  (>& ) = ^ R,. № )■
(16)

функций Кие (тд5е )ЙЙ у нас будет система уравнений со
следующими четырьмя функциями.

<14 1 1

у + Яп Ш = 1 + У R.! V +

+ («■) у] +^рп(Ю^[М1р։1(«։)г +
А| </ Ч </ С I Л1 с/
жи □ О 1_ 1 о

1

(>7)

(18)
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Обратим внимание на следующие свойства системы уравнений 
(17), (18), (19) и (20): если их удовлетворяют некоторые Кке(^5е), то 
ту же систему уравнений должны удовлетворить функции Кке(^Ее) =

Дтк Кех(5е >?) с перемещенными индексами и аргументами.

С другой стороны, так как эта задача *по  изике имеет только данное
единственное решение, то можно сказать, что уравнения (17), (18), (19) 
и (20) также имеют свое единственное регулярное решение. Если это 
так, то такое решение уравнений (17), (18), (19) и (20) удовлетворяет
следующему условию:

Име № ) = {-А • R*  (5е . (21)

Но в этом случае правую часть каждого из этих уравнений (17), 
(18), (19) и (20) можно представить в следующем виде:

[| + |']Кп№) = { Ч-у/Кп №)у+ (чОу) х
о - о

(.22)
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_AX_(X։+X,-1) (r։i(7)C)^- (25)

о 0

Обозначим:
1

toto-i+W’nM*  (26)

• J 0

1
ф։։(ч)=1+^/К1։№)֊ (27?

0
1

<F» fo) = f/R» 01Q Y (28)

0 

1
9» (ti-if R» W) r (29)

Ճ / 4
0
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Тогда уравнения (22), (23), (24) и (25), (26), (27), (28) и (29) дают
непосредственно структуру рункций

R11 (Ч?) —

{։Рп(ч) +(1~Х1)<Р1։(ч)| (?11 (?) + (! — Мфи© } —

₽кс(ч5е И ГксС^е )

(1 -Х,)(1-Х,-Х,) 
ъ 1 — Х2 Ф1։(ч)<Ри (?)

(30)

(ч?) =

! , ч, х,(1-х։) 
Ч>22 (19)+ —

I Л2
?22 (5) + -- ----- г-------  <Р»1 (?)

л2

—+ —

X, (1 - X ЖI -х - и
(31)

ч

Фп(ч) + т^т ^(ч)
-г Ф։1 (О

R» 015) = 1

гфи(ч) Фн (5)
(32)

₽21 (Г^) ~

--.^1 ?22 (ч) + -]-֊^- <р։1 (г)) | ( <Р11 (?) + ¥12 ( 5) |

Х1 (Х1 +.?2----- 11 ։р։1 (у;) ф1։ (5)

(33)

Г11 (^О —

( ?11(т1)+ (1 —+1)?12 (ч)} {«Ри© + (! — М<Р1։(?)} _

Ч + 5
(1 -х.) (1 -х, - м (ч) ф։։ (?)

1 л2 * ■ •
(34)
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г2։(>?5) =
Фг։ (1?) + -

2
------֊ ф21(5)
2

-М(1 -х

>֊:<։
ф21(’}) ф։։ (5)

(35)

Ч’п(’») +
Г12 (ч?) = г?

Фл(5) + |—։^-?21(5)

4 (1-Х,) 
ЧГ + С (36)

Ф22 (’?) + (г Ф21 (ч) Фн(?) + #?- Ф1։(0

Гл (ч?) = 5

х;(Х1 + Х։-1)
4(1-Х։)

'Р21(’?)'Рц(5)

(37)

Подстановки (26), (27), (28) и (29) в (30), (31), (32) и (33) дают 
следующие уравнения для функций срн (т?), ср22 (г}), ср12(^) и фп (т?)

Фп 01) = I + М Фп 01) + (I ֊М/Рп (п) ) V 1՝ У»(€) + <՛ С15-

о

- %՜ (1~Х>).(1՜?^ ф 1։ (Г)) Г Йт (38)

о
. ( . -- 1 ;?22(?)+х֊^^ ?,,(■;)

<Р։2(’))=։+ у | Ч>2,(19) + ֊х֊ ՜' ?21 (’?)| V --------------- -<!?-

о

Фл (’?) (39)

(40)

Ф12(^)
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1—х ( х* 1 ;фп(5)+Мг Фи©
Փ։ւ(17)= ֊ո,— I Փ։շ (ч)+ т֊֊է Фг։ О?) } Ч ք------------ 7— ------------(15 —

ճ/ն է 1 Л1 | յ 7] -|- Հ;
О

Հ (^ւ 4Л О / х Г Փշւ(Օ յ> /Д1ч„ 2(1-М ^ռ^)յ^+Հ5 մ ' (41)

После всего этого мы приходим к следующему заключению:
функции Гке (т?5), характеризующие диффузную отражательную способ
ность среды, выражаются при помощи четырех вспомогательных функ
ций Фи 07), ¥>2 07), ЯР12 (т?) и ср2! (т?), при чем все эти вспомогательные 
функции зависят только от одной переменной и определяются систе
мой функциональных уравнений (38), (39), (40) и (41).

Поскольку в рассматриваемой физической задаче всегда и Х2 
< 1, то система (38), (39), (40) и (41) может быть решена численно, 
методом последовательных приближений.

Бюраканская Астрофизическая Обсерватория 
Академии Наук Армянской ССР 

Ереван, 1949, апрель.

Ա Կ էՈՎՄևՕՅՅՆ
1„ույսի ршд«Г ասյատիկ ցրման ի։ նգի гр <£լու որհնոցհնցիւսյի 

առկայության ւ}ես]Րոււք

Աչխատության երկրորդ մասը նվիրված է լույսի եոաչափ դրման խնդրի ուսուՅեա֊ 
սիրութ յանրէ Կազմված է չորս ֆուն կց ի ոն ա լ հավասարումների սիստեմ, որտեղ դիֆֆու֊ 
զ ի ոն անդրադարձման դո րծ ակիցնե ր ր անկման և անդրադարձման անկյունների ֆունկ֊
դիա են է Միջավայրի անդրադարձման րն դ ուն ակութ յ ունն ե ր ր րնութադրոդ չո ր и (ՀՕ

ֆունկցիաները երկու անկախ փոփոխականներից ա րտահա յտ ված են Հորս Ոէ֊Ը [’Հ օժանդա 
ֆունկցիաների (т(), <?շշ (հ), ?ւ2 (հ) և 'Հ1շյ , (հ) միջոցով, որոնցից յուրարանչյուրը
կախված Է միայն մեկ փոփոխականից։

Այս չորս օժանդակ ֆունկցիաները որոշվում են (38), (39), (40) և (41) ֆունկցիո֊
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