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Об интегрировании аналитических функции в областях
комплексного переменного
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Пусть О представляет какую-либо односвязную конечную область
в плоскости комплексного переменного {(г) ункция, аналити2,
ческая в О и непрерывная в замкнутой области Э.

В случае, когда граница Г области □ — спрямляемая кривая, не
определенный интеграл от функции Цг) является функцией так же, как
и Цг) непрерывной в О.

Ниже мы имеем в виду показать, что если рассматривать области 
с неспрямляемой границей, то может представиться случай, когда

Нг) = Ц1) (И (а £ О) разрывная и неограниченная в О функция, т. е

вообще говоря, интегрирование некоторой аналитической функции 1(г) 
может привести к функции худшей, нежели сама ((г).

Теорема 1. Существует жорданова область О и аналитическая 
в □ и непрерывная Г) функция [(г), так, что Н(г) стремится к ֊+֊ сю 
при приближении г по произвольному пути к любой точке некоторого 
всюду плотного на границе Г множества Е Г.

Замечание. Какова бы ни была область О, всегда очевидно су
ществует всюду плотное на границе О множество точек, достижимых 
изнутри спрямляемыми кривыми, так, что для любой I) существует 
плотное на Г множество граничных точек, при приближении к которым 
по любым путям Е(г) стремится к определенным конечным пределам.

Доказательство теоремы. Пусть {кп } (п=1,2, . . •) некоторая 
последовательность целых чисел, ос1>а2> * ' хп у О, У< > У г >

О — две последовательности чисел.

Положим
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под (ZjZ zs] будем понимать отрезок в плоскости z с концами в точ-

Обозначим

Х2р- ian ]

1 
kn- ian-i

I при п = 1 в состав /, последний член не входит). Точку 2 = 0 вместе 
со всеми /п обозначим через I.

Очевидно, / представляет жорданову кривую, имеющую г = 0 
одним из своих концов.

Непрерывную функцию <р(2) определим на кривой / следующим 
образом: 

, ' (") (п)
Ф(2)= Уп при 2ь [х2р + 1ап ; Х2р֊»-1ап]

р=1,2, . . , , кп
I .п) (п)

?(*)=— Уп При г £ [хгр_, 4- (а„ ; х2р_, — 1ап ]

Ф(О) = 0
На остальных отрезках кривой I функцию <р(г) определяем линей

ной интерполяцией по ее известным значениям на концах отрезков.
Пусть •••> еп -> 0 — некоторая последовательность чи

сел. Через йп обозначим множество точек, отстоящих от /п на расстоя
ние, меньшее £п •

В силу того, что ср(г) непрерывна на /ь можно найти полином 
Р1(г), приближающий ф(г) на /։ достаточно хорошо:

тах | РДг)-֊ ф(?) [ <т?1, 
г € Л

где 7)1 -> 0 — некоторая последовательность чисел.
выберем настолько малым, чтобы

тах | Р,(г) | < У1 +2>)1 .
г € <1«

Через zn обозначим точку пересечения границы области dn с /п+ь
Число можно выбрать, кроме того, настолько малым, чтобы

I Р](2]) — *р(21) I < 2^.
Часть /п + 1, расположенную вне бп , обозначим /п+ .

Лемма. Пусть В — некоторая жорданова область, а Х2, 
Ду, ...» — жордановы дуги, без общих точек, каждая из которых
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имеет с замыканием 
определенная в В и 

q

В не более одной общей точки, a ;a(z)— рункция,эк
, аналитическая в В и непрерывная на сумме

В 4՜ —j л« • «Для любого с 0 найдется полином llfz), удовлетворяющий 

неравенству
max | Il(z) — p,(z)

Действительно, в силу теоремы Уолша для любого 1 ц можем 
подыскать полином П, (г), так, чтобы

max ! (z) — p.(z) |
z €

а также полином Hft(z), для которого

max | U0(z) —p(z)

Каждую из дуг Л, покроем жордановой областью В; , граница ко
торой проходит через общую точку XV, дуги /ч с границей В; все осталь
ные точки расположены строго внутри В, .

Области В1 можно выбрать таким образом, чтобы их границы 
попарно не пересекались и имели с границей В по одной общей 
точке . Полиномы

Hi (z) — Hi (wi ) 4- Hn(Wi ),
а также П0(г) принимают в общих граничных точках областей В։ с В 
равные значения, поэтому, в силу одной теоремы Шагиняна. можно 
найти полином П(г), приближающий с любой степенью точности в 
В — Нп(г), а в В| —П| (г).

Применим лемму к области d, кривой /2' и 
4-^(Zj) (в dj и яр(г) (на I/). В силу леммы, 

рункциям Pi(z) — PKzJ-B
найдется полином P2(z),

S«

для которого выполняются неравенства

1. max | P2(z)— cp(z) | <2. max I P2(z) Pj(z)-|֊Pj(Zj) —'f(z։)j < rl2. 
z £ // z€d,

Число £2 выбираем так, чтобы
max I P2(z) I < у3-|-2^.
z € d2

Обозначим dj 4՜ d2 = D2. 
Pn (z) уже построены так, что

Допустим, что область Dn и полином

1. max ; Pn (z) — Pn-i(z) | <t)

Z 6 Dn-I
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2. max Pn(z) - ?(z) | < ijn

3. max | Pn(z) I < У„ + 2r,n
2

Определим Du+j и Pn , (z). В силу леммы можно 
Pn i(z), удовлетворяющий неравенствам

1. max | Pn4fi(z)-Pn(z) | < ^
Z C -Dn

найти полином

2. max P (z) ֊ --p(z)

Число еп ] выбираем так, чтобы тах | Рп Дг) | уп 4- 2г/п+ 
и полагаем Вп+1 = Вп + 11п+։ г £ [)„ + 1 _ оп

_  * г
Таким образом, области Рп и полиномы Рп (г) определены для 

любого
• ОО

п= 1,2,3, .... Положим Р = V Рп
п=»1

Цг) = Нт Рп (г); ЦО) = 0;
' П —* ос

легко видеть, что область Р жорданова, граница ее проходит через
сю

2=0, а Цг — функция непрерывная в Р, так как ряд Р1(г)4- } |Рп-](2)-
П = 1

ос-

— Рп (Z .J при условии V т/п < оо равномерно сходится в любой из Р 
п == 1 4

и его сумма, определенная таким образом везде вне 2=0, стремите, 
к нулю при г —> 0, Легко видеть, что соответствующим подбором чисел

■
Z

можно добиться того, чтобы I f(t) dt -> -J- 00 при z —► 0, z f P;
• . a

для этого достаточно рассматривать значения ъ на кривой / и за путь 
интегрирования принять часть I от а до г. Для завершения доказа-
тельства применяем метод сгущения особенностей.

Так как построенная функция f(z) непрерывна, то ее можно рав-
номерно аппроксимировать в Р полиномами, откуда, используя полу
ченное свойство Цг), имеем.

Следствие. Существует последовательность полиномов
{ Qn (z) } такая, что

maxj Qn (z) 
z ( D при n ֊> 00

0
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однако

max 
z£ D

z

[ Qn(t)dt
a

n -> co.

Теорема 2. Пусть О — конечная область со связным дополне
нием, <1 — ее диаметр, Р„ (г) — полином степени п. Если

(*) тах_| Рп (г) | < М,
г С Г> ,

то, при любом, г > О,

max
7. £ D

Z
J'Pn (t) dt тсе dMn(l -he), п > n(t).

Действительно, если ЬЕ — образ окружности 1 4֊ £ при
конформном отображении
мом с помощью функции Z = Ф(м),

1 на дополнение к О, осуществляе
те, используя оценку модуля произ

w | >

водной однолистной ункции, получаем

дл. Le < — 2тс(1 4-е).
8

I
Легко видеть, что в области О£ , ограниченной кривой Ц две лю- 

бые точки могут быть соединены спрямляемой кривой, лежащей в В.
8 КС1 1 _1_ А

и по длине не превышающей — (I 4-£).
£

Как известно, при условии (*) имеем

max | Рп (z) | <С М (1 4- еГ» 
Z С De

пусть £ = — ; тогда имеем

Pn (t) dt Мле dn (1 + «I,М

где путь интегрирования расположен в □_։.
п

Таким образом, для того, чтобы у непрерывной в D рункции f(z)<•
неопределенный интеграл был бы также непрерывным в О, необходи
мо накладывать некоторые дополнительные ограничения на Цг), как, 
например, следующее.

Теорема 3. Пусть Еп (I) означает отклонение от Цг) полинома
наилучшего приближения f(z) 

Если

Е. (f)<

в Ь степени п.

Const

п

105



то функция

непрерывна в О.
В самом деле, при этих условиях из теоремы 2 следует, что ряд

представляющий в О Ь(г), равномерно и абсолютносходится в О, т. е. 
Р(г) непрерывна в О.
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