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МАТЕМАТИКА

С. Н. Мергелям

Об интерполяции на множествах 
(Представлено А. Л. Шагиняиом 2 II 1949)

Настоящая заметка посвящена рассмотрению интерполяции не
прерывных функций на совершенных, нигде не плотных множествах 
при различных предположениях относительно „густоты*  этих множеств.

1. В случае интерполяции на отрезке, в силу известной теоремы 
Фабера, никакая система узлов интерполяции не может гарантировать 
сходимость интерполяционных полиномов для всех непрерывных на этом 
отрезке функций. Однако эта теорема перестает быть справедливой, 
если мы вместо отрезка рассматриваем совершенное, достаточно сильно 
„разреженное" множество. *

Пусть Е— совершенное множество, расположенное в отрезке 
[0:1 ] и содержащее концы этого отрезка.

Предположим для простоты, что Е получается из 10; 11 выкиды
ванием интервала о0, концентрического с (0;1 ], выкидыванием из каж
дого из оставшихся двух отрезков концентрических с ними интерва
лов, длины и т. д. Таким образом, дополнение к Е состоит из 2 
интервалов длины 6П

(п) / п) (п) (п) ՛ п ։ п
(®1 > ) > (®з , )>•••> (а2п, ,\п ։

п = 0.1,2, . . . .

Скорость убывания чисел {6։ } характеризует, таким образом.
в известном смысле, „густоту*  множества Е.

Через о>г (о) обозначим модуль непрерывности ункции ((х), опре- .
Г

деленной и непрерывной на Е, Рп (1п : Ь 
интерполяционного полинома Лагранжа

х) означает значение в точке х
ункции Кх с узлами в точках

(П I (П I < П > ч
1п • )о > У1 » У։,•••»?«•

Теорема I. Для произвольного совершенного множества I мож
но указать положительную функцию фе(п) целочисленного аргу
мента и, зависящую лишь от геометрических свойств Е, ,н опре
деленную последовательность узлов интерполяции 1п (принадлежа-
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щих Е), так, что для 
дем иметь

любой непрерывной на Е функции 1(х) бу

Шах ; Цх) Рп (1п ; ։ ;Х) 
х € Е с «г 1чре <п)1>

где с не зависит от п. V ЯГ
Для любого конкретного Е функцию ?Е (п) можно опреде

лить, в частности, если для множеств описанного выше типи 
(характеризующихся последовательностью 60, о1։ 52, . . . , 6П ,. . . ) 
имеем 5„ = ап? — 2а п"1,։, п = 0,1,2, . . . , 
где 0<а< 1 , то при любом р^>а . (п) 
так что

шах 1(х) — РП(1П ; [;х) сш։ (Г).
Для любой сколь угодно быстро убывающей положительной 

функции п) существует совершенное множество Е, для которого 
?е(п) Отсюда вытекает, между прочим, возможность произ

вольно быстрого приближения непрерывных функций полиномами на 
совершенных множествах, имеющих произвольно плохой модуль не
прерывности, если только это множество достаточно сильно разрежено

□О
в частности, если X 2° 5П достаточно быстро сходится к 1)*

* О существовании примера подобного множества говорится в (-).

п=0
Однако, те множества, для которых кы можем установить соот

ношение Нт срг (п) = О, имеют меру нуль. Интересно было бы выяснить, 
П -*■  оо

существует ли для отрезка [0:1] последовательность узлов интерпо
ляции, для которой интерполяционный процесс сходится для любой 
непрерывной на [0:1] функции почти всюду на [0;1], В противном 
случае теорему Фабера можно было бы существенно дополнить.

2. Пусть (?.։ (х)~ полинохм степени п,

тах | 0п 
х 6 Е •

= М.

Теорема 2. Если тезЕ>0, то почти всюду на Е справедлива
оценка

I <Эл(х) I < сМп1+։, с = с6(х), ,(1;
где е, —любое положительное число.

Рассмотрим случай множеств положительной емкости.
Пусть х0 — регулярная точка множества Е.
Через О(г) обозначим функцию Грина дополнения к Е с особен

ностью на бесконечности. В силу критерия Булигана о регулярности
точки

Ит О(г) — 0: 
х->х0
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Лемма. Если Ю„(х)| М, х£Е.

I Չ. (г) I < м ев0<Ч

ТО

Через р(х, с.) обозначим расстояние множества точек, определяе
мого уравнением О(г) -е>0 до точки х.

В этом случае с помощью интеграла Коши легко получить не
равенство

1Н

(2)
€

Отметим, что, в частности, отсюда следует неравенство

Չո ОО М(1+с)" , П>П(£) (2')
при любом положительном е.

В общем случае можно 
Հ,(ո), зависящей лишь от Е и

утверждать существование ункции
п, ограничивающей рост 0п(х) ]

м Фк (п).тах 
х € Е

<Հ(*)  Հ (3)

Для определения фЕ(п) выделим из Е бесконечную счетную часть 
х„, х։, х2, . . . , хв , . . . и представим полином 0п(х) в виде интерпо- 
ляционного полинома с узлами в точках х0, х2, . . . , хп ; далее оцени- г 
заем множители при Рп(хр).

Неравенства (1), (2), (3), естественным образом применяются к 
наилучшим приближениям на совершенных множествах.

Сектор математики и механики 
Академии Наук Армянской ССР

* Ереван. 1948, ноябрь.

Ս. Մ- ՄԵՐՀհԼՅԱՆ

Իք յացէւս թսւգւՐօ։ թյու ք(ւևրի վրա

Ներկա հողվածում քննարկված են կատարյալ, ամենուրեք նոսր ր ա ղմ ո. թ յ ունն երի 

վրա անրնդհատ ֆունկցիաների ին տ եր պոլարիայի <Հ/ր շարք [սնղիրնևրէ
Ապացուցված է, որ երբ րացմությունր բավականաչափ (նոսր» է, Ֆարերի թեո

րեմը ղադարում է ճշմարիտ լինել, այսինքն' կարելի Լ նշեշ ին ա ե ր պո լա ց ի ոն հանղույց- 
ների այնպիսի հաղորդականություն, որն ապահովում է ին տ ե ր պո լա ց ի ոն պրոցեսի 
հավասարաչափ ւյուգամիտու թ յունր յուրաքանչյուր անընդհատ ֆունկցիայի համար։

Քննարկված են նաև ինտերպոլացիոն պրոցեսի դո. դամիտության • արաղության 

վերարե րյալ քանակական և որակական մի քանի հարցեր։
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