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Решение задачи о

СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

Н. X. Арутюнян 

кручении стержней полигонального
поперечного сечения

. . ’>՛ *. > 'у •. 4 •֊ ; МкНИ
. (Представлено А Г. Назаровым 4 IV 191Ь)

В настоящей работе приводится точное решение задачи о круче- • д л \нии призматических стержней с полигональным поперечным сечением. 
При этом рассматриваются поперечные сечения полигонального очер­
тания частного вида, а именно прокатные профиля.*

Не нарушая общности, мы будем излагать предлагаемый здесь
метод решения задачи о кручении стержней полигонального попсреч- 
ного сечения на примере равнобокового уголка с произвольной тол­
щиной стенок.

1°. Диференциальные уравнении равновесия и
Определение функции напряжения и(х,у) при кручении,

их решения. 
как известно,

сводится к интегрированию уравнения Пуассона. 
№ X а’и 9
4 “ = Эх’՜ + д? = - 2

при условии и “ 0 на контуре области Г.
Будем искать функциюл: и(х, у) в области ONAE

в следующем виде:

и(х, у)= 2 fR(x)sin
причем к*1

О • •
Ф,(х, у)Ф(х, У)

к-^ + Ф(х.у).

х > d
х х d

(1.2)

(1.3)

В силу симметрии области, функция и(х,у) будет в ОНО, такой 
же, как и в ОЫАЕ, только х и у поменяются ролями. Кроме того для 
непрерывности и однозначности решения ФД‘Х,у) должна удовлетво­
рять следующим условиям: Г . -

Ф,(д, У) = Ф։(х,0) = О

к«°° с , М • 1<ЛХ
ФДх, <1) = - >к ('б) 8111 —7- 

к 1 и

«МЦх, у) в 0 
д\ x-d

<I>t(x,y) - ф1(У» *)•

(1.4)

♦ Существующие эмпирические (■*>) и теоретические (♦•»«) приближенны«• 
решении задачи о кручении для некоторых прокатных профилен притодны 
для определения жесткости, причем при условии тонкостенноети профиля.



Тогда из соотношения (1.1) согласно (1.2) и (1.3) получим:
< / \ л икях к (х.) = Ц — к тех

Д?Ф1(х,у) = 0. (1.6)
2°. Определение вспомо­

гательной функции Ф1(х,у), 
Функция Ф,(х,у) должна быть 
гармонической в области 
О*\!КМ и удовлетворять усло­
виям (1.4.) на контуре.

Следуя идее Гринберга (7),
будем искать решение для

ункции ФДх, у.) в такой жеIн

орме, как и при однородных
граничных условиях.

Положим, что

к = оо кку’
Ф1(Х,У)= 2 'Ук (х)81п • (2-1)

' к«=1 О
<1

VI. ('*.)= ֊ (ф1(я,у)51п ^рОу (2.)

о • .

Тогда получим:
ук(х)=-~ (—1/£сЬ кя бЬ

_2к
7С

♦

кях и 1 и клх1Р=“ ...—------сЬкязЬ-^-! X 1р(о)
(1 ё ] р-Г՝ '

51П Р֊^ 
'р<11> к’+р’՜ ’ (2.3)

причем использованы условия (1.4.)-
3°. Удовлетворение граничным, условиям. Условия на контуре 

и(х, У ) = 0 можно представить в виде:
М’Ь) = 0 и к (0) 4-Ук (0.) = О’ ■ (3.1.)

Подставляя значения (к (х.) и Ук (х) из (1.2) и (2.3) в (3-1), полу 
• 1 • » «Г - , г *֊,♦••

чим для определения Рк следующую бесконечную систему уравнений.

4сР 
к’тс’

16сР 
л4

к Р - 01
( — 1) «Ь ктс 2 

р-1

, бЬ ря

I
р։(к’-Ьр’.)

(3.2)
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4Л. Исследование и решение бесконечной системы. Введем новые 
дсизвестные Ск , полагая

“ Ск (Р . зИ ктс (— 1 )к+1,
(4-1)

тогдж система (3.2) будет приведена к следующей системе бесконеч­
ных уравнений:

<[1+(-1)к+11 2к Р"® зИ рл . е՜’”' 

к2тсэ яЬ к к "г к р_։ СР * ка + р2

1 _ РК [. Р^Ь 
_ • 81 а 

я‘ ₽-• РЧк’+р*)

(4.2)

Полученная бесконечная система уравнений (4.2) вполне регу­
лярна, так как

2к . яЬ ртс . е  1
, . —кя -։ 2БЬкп.е Iг,з , „—кк՜ ~ 1[к +р ։

(4.3)

и свободный член Ьк этой системы удовлетворяет неравенству
Ьк <0,0752 ------ Щ4 (4.4)

. ТСО 
г

для любых к при — I.И
Обозначим значение искомых неизвестных Ск с недостатком че*

~ _
рез Ск , а с избытком через , т. е- Ск Ск Ск . (4.5)

Пользуясь известными теориями о вполне регулярных систе-
—

мах (Л), для Ск и Ск получим следующие выражения:

а

0,0833 1,2376

0.0716 -
.6’Л

яЬ 
т
16к

0,0905- . яЬ яЬ —

я3 тс 
8к3 ~ 4к5

я И

ль (4.6.)

С? = 0,0946 - . *Ь 
5,1 т

с, „ 0.1036— И’°-
’ , тсЬзЬ

» •
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В случае тонкостенных уголков, когда - d соотношений (4;3),՜

(4.4) и (4.5) для Ск , Ск и Ьк очень упрощаются, , , . ,
5°. Определение функции напряжения — и(х, у). Подставляя зна­

чения ФДх.у) и (х) из соотношения (1.5), (2.3) и (2.1) в (1.2), для
зсрункции напряжения и(х, у) в области ONAE получим следующие

•*

u(x,y) = и"(х, у) + ....
выражения:

■

кгх
к Р

1 fр (d) sin 
л

d

При Г i

где и°(х, у)—функция напряжения для призматического . стержня с • • • г ; 4 • • • *
прямоугольным поперечным сечением AEON или ОВСМ.

Для области ОВСМ функция напряжения и(х, у) будет такой же,
как и (5.2), только х и у поменяются местами.

Подставляя в соотношения (5.1) и (5.2) вместо значения Ск соот-

ветственно Ск и Ск , получим нижнюю и верхнюю границу для функ- - \ м»
ции напряжения и(х,у) •

। • • ]Ь » * , к Հ

u(x,y) <u(x,y)<u(x, у). (5.4)
6°. Определение жесткости при кручении. Обозначим для 

краткости область АКМЕ через 1, область KNOM через 11 и NBCK 
через 111. Тогда для жесткости при кручении будем иметь:
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О = 20Н ։1(х,у)с1хбу = 2С$ I I I и(х,у)<1хс1у~|֊ 
Ж. <✓

п

где
6 —модуль сдвига,
0 — угол закручивания на единицу длины стержня.

Подставляя значения и из (4.5) в (6.1) и производя инте- 
грирование, получим для значений верхней и нижней границ жесткости 
следующие выражения:՜

(6.2

где
Э°—сумма жесткостей тех прямоугольников, которые составляют дан­
ный профиль, значения которых приводятся во всех курсах теории
упругости или сопротивления материалов

’ '/ кЬ 2пЬ
Ё.) = 0,1360 - 4,5364 е՜ Т + 8,720 е ~ 
й /

пЬ 2пЬ
-Ё.) = 0,1132—2,9986 е՜ Т +11,3650 е՜ ~5՜՛ 
(4 /

(6.3)

Таким образом имеем, что в соотношении (6.2) первый мно­
житель представляет сумму жесткостей отдельных прямо­
угольников, составляющих данный профиль, а второй множа-

Ь 
бтель а является коэфициентом увеличения, представляющим

влияние стыков данного прокатного профиля на величину его жест­
кости.

’ .. а. »

Некоторые значения этого коэфициента для различных отноше-

ний — приведены в таблице 1.
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Таблица 1

1,072

1.02

1.061 1,036 1,00

Максимальная 
погрешность в %

1,270 1.190 1,123 1,091

В случае тонкостенного профиля, когда
Ь

(1

0,85 0.35

рормулы (6.2)

о

для значения жесткости очень упрощаются и имеют следующий вид:
- (аЧ-Ь)б’г, 0,92056!
0 = 3 -р՜ -ТнГ՜]

(6.4)
(а-НЬ)6аГ1 0,85306 1

Э = 3՜ I1 Грь՜! ’

(а-4-Ь)68

3
0,85306 т 

а-|֊Ь 1
(а+Ь)65

•Ч О ֊О-----
0,92056 (6.5)

Максимальная погрешность меньше, чем 0.85%.
7е. Определение напряжений тХ2 и ту7. Для определения напря* 

жений и имеем следующие соотношения:

= ее Эи(х,у) 
ду

Ту7 = С А 
*

^□(Х,у) 
дх (7.1)>

Подставляя значения и (5.2) в (7.1), имеем

ТХ2

2се 
6

к»О0
1р(б)

1 чР 1 • кяу1) . к.р Бш -, -6
к’ + р1

к
. клх 

сЬ т е

26А
, . рях 1 кпук(-1) р. СОБ Б1П -д-

1р (^) 1,2 1 пЗ при х < 6,

причем при вычислении Тхг в области ОМКМ (х с 6) для удобства 
мы берем для тх2 выражение Ту2 в точках, симметричных относительно
диагонали уголка.

‘’хг
26Ни;-

6 к — 1

(—։.)к8Нкяе <) к.р(-1)рсо5^

к’+р։
(7.3)

при х > й,
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где
о _-^—напряжение в призматическом стержне с прямоугольным 

поперечным сечением AEON или ОВСМ, значение которого приво­
дится в курсах по теории упругости.

Исследование полученных соотношений (7.2) и (7.3) показывает, 
что максимальные напряжения получаются в точке

у = 0; х = 0,45Ь (или х=0; у==0,45 Ь) 

(или х = 0, у-~) при > 3. Таким

при - - = 1,5 и у = 0; х

образом, практически можно

считать, что наибольшие тангенциальные напряжения получаются почти 
в средних точках длинных сторон уголка.

Подставив значения х = 0; у= — в соотношения (7.2) и (’7.3),

получим окончательно следующие выражения:

к = ос

max
о
max

k( — i)kp(—I)՛’fP(d)e k՛՜ sin —
Лш VI

i, 2 । r.a '

2G6 V
р-1

(—l/fpWP sjn
k’ + oa 2d

к

b . если ci

max
о
там

к=э ж

2G8 S
---------- k-1

= „ кт:Ь
( —1.) sh k^e 2d

выражения (7.4) и (7.5) можно представить в виде:

(7-6)

d
Ь если — > (j

где
Д- — добавок к напряжению Г՞ , значения которого определяются 
вторыми слагаемыми в ('7.4) и (7.5) в виде рядов.

Таким образом имеем, что первый множитель в соотношении 
(7.6) выражает максимальное напряжение для прямоугольника 
OANM, а второй множитель является коэфициентом
увеличения, представляющим влияние стыков данного прокатного 
профиля на величину наибольшего тангенциального напряжения.

Некоторые значения для верхней и нижней границ коэфициента 
дЛЯ различных отношений сторон уголка у приведены в таб­

лице 2.
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i'a блица $

b
3,(1 3,5 1.0 10

О 
max 0,848GHd O,93OGHd 0,968GHd 0.985GHdU996GHd 0,997GAd 1 .OOGHd 1 .OOGHd

1.188 1.142 1.033 1,016 18 1.0003

1.162 1.122 1,024 1,010 1,003 1,000

Макси­
мальная 
погреш­

ность
2.8 0,95 0.6 0,5 0,03

1,250

1.225

I I

О

0

a

Несомненно представляет большой практический интерес реше­
ние задачи о кручении и особенно о центре изгиба для других про­
катных профилей (двухтавровые балки, швеллер, коробчатые сечения 
и т. д.), что составляет содержание следующих сообщений.

Сектор Математики и Механики 
Академии Наук Армянской ССР 

Ереван, 1948, март.

Ն. Խ. 1ԱՐՈՒԹ8ՈհՆՅԱՆ

Պւէ|խ|ոնւս| pGq|iiijGinljuiG կտրվածք nt Gb<|ni| ձողերի П|оГ(Гш6

Ներկա աշիւա աա֊թ յան մե$ տրվում է պ/էլիղոնալ ընղյսւ յնակտն կտրվածք ունեցող 
ձողերի ոլորման խնդրի ճշգրիտ լու^ումըէ ըստ որում դիտարկվում են այնպիսի պոլիզո֊ 
նալ կտրվածք ունեցող ձողեր, որոնք ինժեներական կոնստրուկցիաների հիմնական էլե * 
մենտներն են կազմում քզլանսւծ պրոֆիլներ)։

Գոյություն ունեցող Ֆեպպլիք Ւն £ ե- Լյաղի (~) ե 8նիիպսի(ձ) մոտավոր էմպիրիկ
բանաձևերը կիրառելի են միայն ձողի ոլորման կոշտությունը որոշելու համար՝ ա յն էլ 
միայն բարակապատ ձողերի ղեպքոլմւ 

բարա
նավսր դեպքերի մոտավոր լուծումը վարիացիոն եղանակով' բերված է է. *Հ. հանտո րո- 
վի^ի 0)ւ Զե պովայի ( ) և մեր նախորդ ա շխատան քում (ք,)ւ

Սա եթե Հ^րոհիշյալ մոտավոր լուծումները բարակապատ ձողերի կոշտոլթ յունը
ո րոշե լոլ համար լո» վ համ ընկնում են էքսպերիմենտալ տվյալների հետ, ապա տյղ բնավ 

*ա յտապատ ձո

ղՒՐԸ 1Ւ

ֆ/՚/ներ ունե ցող կապատ ձողերի ոլորման խնդրի մի քանի մաս-

ղերի դեպքում, որոնց հտմար9 որքան մեզ հայտնի է, ալրլ խրն֊տեղի չունի

ЛИТЕРАТУРА — ԴՐԱԿԱՆՈՒԹՅՈՒՆ
1. A. Foppl. Vorlesungen, 5, 1922. 2. Inge Lyse Bruce G. Proceedings of (lie 

American Society of Civil Engineers. Vol. 61, 469—508, 1925. 3. Д. В. Бычков и 
А. К. Мрощинскнй. Кручение металлических балок, Москва, Стройиздат, 1944. 
4. Л. В. Канторович» Приил. Мат. и Мех , 6, вып. 1. 1942. 5. Т. К. Чепова. ПММ, 1. 
вып. 2, 1937. б. II. X. Арутюнян. ПММ, 6. вып. 1, 1912. 7. Г. А. Гринберг. Изв. АН 
СССР, сер. физ., 10, № 2. 1916. 8. Л. В. Канторович и Н. И. Крылов. Приближен' • *
иые методы высшего анализа, Москва, ОНТИ. 1941»

Г4


