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Задача Пуассона для двух событий и ее приложения 
(Представлено В. А. Амбарцумяном Г2 VI 1948)

1. Пусть производится 14 независимых испытаний, при каждом из 
которых вероятность события А равна рР а вероятность события А2 
равна р2. Тогда, если события А1 и А.. несовместимы, то вероятность 
того, что А! произойдет п1 раз, а А2 произойдет п3 раза, будет:

Если 14 стремится к бесконечности, так что величины

V, = £(Ոյ) = р^; Уа = Е(п2) = р214*

остаются конечными, то Р(Пр п2) стремится к определенному пределу:

Р(п1։ П,) = (2)

Следовательно, при этих условиях величины п1 и па являются не­
зависимыми.

2, При этих же условиях, если события А։ и А2 уже не являются 
несовместимыми, причем вероятность совместного их осуществления 
при каждом испытании есть

Р(АГ и А2) = Р12 = Р1^1 ~

то ту же вероятность Р(п1,п2) того, что при N испытаниях событие Л1 
осуществится п։ раз, а событие А2 осуществится п2 раза, можно полу՜ 
чить следующим образом. Событие, состоящее в щ-кратном появле­
нии события А1 и п2-кратном появлении события А.,, состоит в сов­
местном осуществлении следующих трех событий: в к-кратном осу 
ществлении события А] и А.>, в гц —к-кратном осуществлении собы­
тия Аг и А, и в па — к-кратном осуществлении события А2 и А! при 
любом целом к, удовлетворяющем неравенству:

О < к - п0 ,

♦ Обозначение Е(х) означает математическое ожидание величины х и Р(А) 
в дальнейшем будет обозначать вероятность еобьггия А«
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где п0 наименьшее из чисел п։ и п2. Поэтому, применяя теоремы 
умножения и сложения вероятностей, получим:

Р(п1։ п2) = 4 ргц к pH, 
См^-к Чч

-к
-в։ рк [Р1(1-₽։)]П։~к[р։(1-М]'։Гк

(3)
к - о

Если М -—► ос, так что величины

Л = Р։М; У2 = р2И
остаются конечными, то существует предел

Р(п1։ п,) =

3. Пользуясь полученными результатами, можно считать, что 
при 1М—► оо, величины и п2—к, п2 и г^—к, п4—к и к, наконец, 
п3—к и к являются величинами попарно независимыми. Это позво­
ляет сразу установить 
А именно:

коэфициент корреляции между гц и п2.

Е (пг п2) = Еп1 [к+(п2— к.)] = Е (п^) 4֊ ЕСгц) Е(п2 —к),
где

Е(п1. к)= Ек [к4-(П1-к.)] = Е(к2)4-Е(к). Е(п-к.)
и следовательно

Е(пп п2) = Е(՝к’.)-[Е(к)|։-ЕЕ(п1.). Е(п2).

Е(п
V VI V

(5)
4. Пользуясь обобщением теоремы Ляпунова для двух рядов

независимых случайных величин (4), устанавливается, что величины
гц и п2 в пределе при У1 —► оо и V связаны нормальной кор-
реляцией с 
совместного

коэфициентом корреляции R ~ \'?1?
осуществления неравенств

П1֊Ч п2—у2х и —-7=2

стремится к интегралу

х у ___3

е

т. е. вероятность

(и2 + у2-2 иу)
йи<1 V . (6.)

У

2

2
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Отсюда, в частности, следует, что при ► оо и У2 —* ос не­
зависимыми являются следующие линейные комбинации:

п1 — у1 и п2—У2-?1(п1—у։) 
и

П2-У, И ГЦ—У1-?3(П2-У։).

5. Из полученных формул ясно, что закон распределения вели­
чин ГЦ и П2 при М —* оо, как при постоянных и v^, так и при

•—► оо и У2 —► оо вполне определяется величинами сЦ и р.;, где

?1 = РЛ1(А2) Р(А2 и У) 
Р<А.) — Рл2( А2) Р(А2 и Аа) 

”Р(А.2)

Задача I, На область 8 плоскости, внутри которой находится
прямоугольник со сторонами 11 и <1, бросаются \ отрезков одинаковой 
длины Ь каждый. Пусть И и 8 сгрзмягся к бесконечности так, что

г кпт — = а,

величины же Ь и б остаются неизменными. Какова в пределе вероят- 
ность того, что одна из сторон длины 11 будет пересечена пр а про­
тивоположная сторона п1 падающими отрезками, если распределение 
вероятностей для координат середин отрезков в 8 является равно­
мерным?
Здесь

2Ы1
ц = ц = V = — а.1 * тс

После кропотливых вычислений, получается:

^1=За = Р = 0 при 6>Ь 
и

- у 1 —(1 — е)՜* —(1— е)2 агссоэ (1 —е) —

- -֊ 1(1—е2.)1п(1—е) 4-е(1 —е)]

при
О X <1 < Ь,

где
Ь—б 

е — ------- -Ь
Подставляя найденные ? и V в формулы (4.) и (6), получим искомые 
вероятности.

Задача 2. На область 8 плоскости, внутри которой находятся 
два отрезка длины 11, исходящие из одной точки и образующие угол ф, 
бросаются М отрезков одинаковой длины Ь каждый, Пусть X и 8
стремятся к бесконечности так, что

г К11111 ֊7Т 
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величины же Ь и б остаются неизменными. Какова будет б пределе 
вероятность того, что один из данных отрезков будет пересечен п։, 
а другой п2 падающими отрезками, если распределение вероятностей 
для координат середин отрезков в 3 является равномерным?
Также, как и в первой задаче:

2Ы1 = = у = — а. 7С

После очень громоздких вычислений получается:

при

ь
811

при

В частности при имеем

и

а "РИ Ф= 7Г

Подставляя значения и V в формулы (4) и (6), получаются искомые
вероятности.

Ереванский Политехнический 
Институт им. К. Маркса 

Ереван, 1948, май.
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У| = р։М, уа=р2М
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մե ծ ոլթ յոլննե րը մեոլմ են 
անգամ, էսկ Aշ պատահարը 
նայյւն ա րմ ե ք ր կլինի'

Կա ս տատոլհ

1Կ ան դամ
№ —* օօ 

ունենս/քոլ

Ոլ ՜Ն ճ«_ Ու!

դեպքում A^ պատահարը 
հավանականության սահմա~

Ո2
—V։ ¥շՈօ!

թ յան
Այն դեպքում, երբ Aյ և Aշ պատահարները համատ 
սահմանա յին արժեքը կլինի'

Ոօ € Ոշ-ևրՕն, ս 0

որտեղ Յլ և ներկայացնում են համապատասխանաբար 
մ ան ական հավանականությունները, իսկ Ոփ=Ո1յՈ ^Ոյէ Ոշ

Մ իևնույն պա յ մ ան և ե ր ում Ոլ ե Ոշ մեծությունների կորր ելա րյի ա յի

շ պատահարների պայ^

գործակիցը

Կէ'նՒ'

»/դա ադո րծ ե լո վ Լյապոլնովի ընդհանրացված թեորեմը, ցույց է տ^*1 \Հւ ե Vշ ձւլտոլւ! են անսահմանությանդ Ոչ և Ոշ մեծությունները սա^մանւ ենթ արկ~
վում են նորմալ կոր րե լա ց ի ա յի ր ա շիյ ման օրենքին) այս ինքն'Ո1֊¥1 Պ~^շ
անհավասարությունների տեղի ուն ենա լու 
ֆունկցիային'

հետև յալ

օ
— օօ — օօ

Ը ճ սճ V.

1մ(յւ}|ւր I. Հարթության տ մակերես ունեցող տ ի բու յ թ ի վրա՝ որի մեջ գտնվում է 11 և մ 
ուղղանկյուն քառանկյունը՝ գցվում են հատ միևնույն I) երկարության հատ •

վածներւ № և Տ մեծու թ յունները ձգտում են անվերջութ յան, այնպես որ

I- Ի1հրո -X֊ = 3

1>“1լ հ և (] մեծությունները մնում են հւսստաւոունէ Ւնշի' է հավասար սահմանում հավա­
նականությունը, որ հ երկտրությոլնովէջը կհատվի Ոյ հա ովաձներով, իսկ դիմացի էքը՝ Ոշ հատվածներով, եթե հատվածների մ իչնակետերի կոորդինատները բաշխված են հա- 
վասարաչաւի Տ-[> մեջ> Այդ հավանականությունն ստադվում է (1) և (2) բանտծևերից, 
որտեդ պարամետրներն ունեն հետևյալ արժեքները

2Եհ
7է = 7շ=7= ---- a

31 = ^ = ^0. եթե մ > ԵԵV7 ւ-(ւ-օ7֊(ւ֊6)Կր€|օ^ւ-է)- հ ((1-6’)1ո(1-6)4-6(ւ-շ)).
0 < <1 < Ե,

որ տեղ Ե-է)

53



1ճնղիր 11. Հտ րр ուի) յ ան Տ մՈ1 կԼ րե и 

անեւունո 11 է?եոոմ. սօում են Ы մ ե են г
ո նվսւմ է մի փ

Ի1 
1ւ*ու -с 3 а.

'•ЧГ է հավասսյր սահմանում հա վանական ու թ յուն ը, որ անկյան էշերից մեկը կհատվի Ոյ։ 
/'“$ մյուսը П*> հաւովածնե րով հ թ ե հատվածների միջնակետերի կոորդինատները հավա^ 
սարա Հավք են րուշ/սվսյծ Տ*ք> մեջլ Այս ղևպրում

2Ы1\ղ=¥շ= 7 =
Ь / 5 к3Н = ?1 = ?= 8է \ ՜8’ շ֊ Ո տԽ12փ +Տ1ո2փ + 0

Ь

0
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