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СТРОИТЕЛЬНАЯ МЕХАНИКА

С. А Амбарцумян

Некоторые основные уравнения теории тонкой слоистой 
оболочки

(Представлено А. Г. Назаровым 19 II 1948)

Здесь мы даем общие уравнения теории упругих неоднородных
анизотропных тонких и достаточно пологих оболочек, структура строе
ния которых симметрична относительно срединной поверхности. По
следняя отнесена к криволинейным ортогональным координатам а и 
совпадающим с линиями кривизны срединной поверхности.*

2. Из обобщенного закона Гука при пренебрежении по сравне 
111 т т нию с получим: для т-го слоя:

* Здесь и в дальнейшем придерживаемся обозначений В. 3. Власова (’)
♦* Аналогичная задача для плоской плиты решена С. Г. Лехницким (•)•

1. Будем считать, что: а.) материал каждого слоя оболочки сле
дует обобщенному закону Гука и в каждой точке имеет лишь одну 
плоскость упругой симметрии, параллельной срединной поверхности,
6) скольжение слоев по поверхностям соприкосновения невозможно.**  

В отношении такой оболочки принимаем:
а) Гипотезу Кирхгоффа^Лява ( ’), для всего пакета в целом,

А6) допущение, что коэфициенты 
мы Гаусса при диференцировании 
стоянные (4).

и В первой квадратичной рор-II

можно рассматривать как по-

где Ак = А,-—упругие постоянные, общее число которых при одной ■ К Л I
плоскости упругой симметрии составляет 13 (2).
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Входящие в формулы (2.1)ЗЕ компоненты тензора деформации по
толщине оболочки меняются по закону:

= е, -1-х, у, =е2 +х5 у, еа₽ = ю-Иу. (2.3)

Для деформаций удлинения и изменений кривизны имеем:

(24)
1 з 2

*1 - - д> *2 = ֊ в? т= ~ АВ М*։

Здесь и в дальнейшем будем пользоваться символами:
/)т ят

---- — О , ------- = О . -г----  — и .
дат 1 д$т 2 <?Гт 3 (25)

Вышеприведенными формулами возможно определить лишь три 
компонента напряжения, однако для нахождения внутренних усилий 
необходимы также остальные компоненты напряжений, которые опре՜ 
деляются из уравнений равновесия. Последние при наличии наших 
упрощающих предпосылок имеют вид:

1 12

Внутренние усилия можно определить также несколько иным 
путем (5), не пользуясь последними тремя компонентами тензора напря
жения, однако для слоистых оболочек знание этих компонентов та~ ,

т
И а., необходимо.

Напряжения и перемещения должны удовлетворять также гранич
ным условиям на внешних поверхностях, а также на поверхностях кон
такта смежных слоев. Ввиду того, что мы задались гипотезой Кирх- 
гоффа —Лява, условия контакта, выраженные в перемещениях, автома
тически выполняются, условия, которым должны удовлетворять напря
жения, таковы:

1. На нижней поверхности при у= —о, где о — половина толщины 
оболочки

= Х'а-1 = =0. ' (3.2)
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2. На верхней поверхности при у = о
2п + 1 2п + 1 2п4 1 (3.3)

3. На поверхностях соприкосновения смежных слоев. При 
Т= — 5га (п-] = 2,3 . . . п+1), у = 5ш (гп = п4-1, п-Н2,. . . 2п)

т  ггт-1 —т — т—1 т т—1
7 “ 1 » Та-{ - Та7 » ^7 = % • (3.4)

В дальнейшем нам понадобятся некоторые линейные операторы, для 
сокращения записи которых введем следующие обозначения:

4. Переходим к определению напряжений и Подставим 
в первые два уравнения равновесия (3.1) значения напряжений
и , выраженные через перемещения и, V, XV посредством формул 
(2.3) и ('2.4). Далее, интегрируя и пренебрегая слагаемыми ук։ и у к, 
по сравнению с единицей, получим:

Л
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Функции Срт(а,3) И фт(а, £) определяем из условий (3.2), (3.3) и (3.4 ).
Определение <рт и ф1П осуществляем от внешних слоев к среднему.

11роизводя вышеупомянутые вычисления для и тк, получаем:

От нижнего (1-го) до верхнего (п4-1-го) слоев включительно 
(՝т = 1,2, 3 .... п 4՜ 1)

(4.3)

От верхнего (2п + 1-го) до среднего (՝п + 1то) слоев включительно
(тп = п + 1, п-{-2, .... 2п4֊1)

4- (о2к+2-т) у+₽։ (02кп+2-ш) 'у ] + X, (4.4.)
ч

FXв?kn+2-m)w-r[p?(в^Ь2-IՈ)V+Q(вfkn+2-п։)U^-

2п + 2—т 
1к

2п+2—т\ . й Гп /~2п+2—т\>к )*  + » РДО;к /У

<Э (о?кп+2-т)и+Рр (о2^2-՞1)* (4.5)

$

(т = 2,3

1к

Подставляя значения та^ и 
нение равновесия (3.1), а также 
тактных поверхностях (3.2), (3.3)

ГТ՜! из (’4.2) или (4.3) в третье урав*  
учитывая условия на внешних и кон- 
и (3.4), получим для напряжений а™.
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От нижнего (1 го) до верхнего (п + 1-го) слоев включительно 
(т = 1, 2, 3 ... п + 1)

цс-,).+|в (»:) -рр). ] +

+ Ме (о;) и + р („;),+$ (о-), ] +т [R.(в;)»+ 
9

+ R? (в:) V ] +г (в: к’ +2В™к։к։ + в™ <) *+  ֊ Ь (н”) «+

+ т [Е (с:)и+г (с:) V+25 (с,՞) «г ] +з (□:) и+

+М°>'+ ]+5(к’5։>2к։к։5™ (4.6.)

От верхнего (2п + 1-го) до среднего (п + 1-го) слоев включительно 
(гп = п+1, п+2, . . . 2п + 1).

Ру |Е(в;",2֊").'РГ(в'Г2"’) -'] ֊‘р [е(о21"+2՜”) 
+ Р (О2Г2-) .+в(о2։"+2֊")« ] + г [ R. (вГ2-") » + 
R, (вГ’-”)»] + г (««-"Ч2к,к, в2"«-"+ 

53 
2

[е(с2։”+2֊")» +

+Е (сг+2֊",)’֊=5 (с?։"+։-")»]-։ [в.(о?Г2-)« +
R, (и’;:;։-т)֊1 ֊։(2к,к,5,2"+2-”+

+к։52п+2’т)«+2. (4.7)
В этих формулах

нт - —н։к ~ 53 (4.8)

о2п-4-2—гп г.
В)к °2п + 2—т

2п + 1—т

5=1

(4.9)

2п-ь2-т 
1к

0-1,2. к =1,2).



5. Сопоставляя выражения (4.2) с (4.4), (4-3) с (4.5) и (4.6) 
с (4.7), написанные для среднего п-р1-го слоя, мы получаем систему 
уравнений, которой удовлетворяют перемещения и, V, XV срединной 
поверхности.

Обозначая:

(5.11)

получим:

(5.2)

ММ и+ММ у+ т ь (М+ 

+ (к’ + 2к,к, 4- к,\) =0.

Как нетрудно заметить, эта система уравнений составляет дифе- 
ренциальную матрицу, элементы которой симметрично расположены 
относительно диагональных членов. Последнее обстоятельство являет
ся следствием обобщенной теоремы о взаимности работ.

Из системы уравнений (5.2) при к1 = к2 = 0 легко можем получить 
уравнения плоской задачи слоистой пластинки

ММ =о,
(5.3)

и известное уравнение изгиба слоистой пластинки:

Рассматривая уравнения (5.2), замечаем, что система основных 
уравнений пологой неоднородной оболочки, составленной из анизо
тропных слоев, совпадает с системой основных уравнений однородной 
анизотропной пологой оболочки (ь) с иными симметрично построенными 
постоянными. Аналогичное явление для пластинок показано С. Г. Лех- 
ницким ( а).

6 1/ —т т т — ТП. Компоненты напряжения^, ас, : и по толщине обо
лочки вызывают внутренние силы и моменты. Связи между внутрен-
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ними силами и моментами с компонентами напряжения на двух основ 
ных нормальных сечениях а = сопз1 = таковы:

5п + 1 п+1
Г

от + 1

(6.1)7 ь2 
о

2
В

Производя интегрирование с учетом симметричного строения
оболочки, получаем 
при X — У = 0

формулы для определения внутренних усилий,

О,= ? X’ Ав ’
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При интегрировании мы пренебрегаем членами порядка (ук) по 
сравнению с единицей.

На основе полученных формул можно лего получить основные 
уравнения слоистых оболочек, составленных из ортотропных или изо
тропных слоев.

Для окончательного решения задачи необходимы также краевые 
условия, которые ничем не отличаются от таковых, написанных для изо
тропной оболочки.

Институт строительных
материалов и сооружений

Академии Наук Армянской ССР
Ереван, 1948, январь.

и. и. ишригяпьтъ
Ռւորակ թաղանթների տեսության մ*ի ©արք հիմնական 

հ ա Ц ա п ա ր ո ւ 1ГС եր

դունելով մի պարղեց*է>ոդ ենթադրություններ, դուրս է բերված բարակ
կազմված՝ թազա ь թնե ր ի հաշվման հիւ/ետկան րսՀէաձևև ր ը և հա վասա րոլՁԼեր ը,

միջոցով,տեզափովսաւմԼերվւ
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