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В предыдущих статьях мы ввели понятие о контурной производ
ной и установили ряд операций над импульсивными функциями одной 
и двух переменных О’’3)- Операции контурного дифференцирования 
можно упростить, 'если ввести понятие об импульсивном пакете.

Рассмотрим некоторую функцию 1('х,у), определенную в области О. 
Тогда

П[Э; <(’к, у.)]=1։тЕ2 Цх։, ук ) Г (х1։ ук )ДхДу, ( I.)
дх-0 о 
Ду *0

назовем импульсивным пакетом от 1(х, у.), определенным на О. Опе
ратор этот является существенно разрывным и не поддается нагляд
ному представлению. Если Цх, у) изображает собою грузовую поверх
ность, то П [О;Ц’Х, у.)] соответственно можно представить как сово
купность бесконечно большого числа сосредоточенных сил. Мы будем 
считать, что предел (1) существует, если существует

Цх, у) йхйу.

Из самого определения следует, что
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Импульсивные пакеты в неявном виде применяются в математической 
ризике, например, при решении краевой задачи с помощью функции
Г рина.

ством
дальнейшем остановимся подробнее на представлении посред- 
импульсивных пакетов линейно-распределенных импульсивных

функций Г [С; Ц’5.)|,I I являющихся им эквивалентными в изложенном

выше смысле.



Для простоты положим, что ((§) непрерывная функция, допускаю֊ 
шая производные вдоль С, причем С простая гладкая замкнутая дуга.

Все последующие выводы можно распространить с некоторыми 
несущественными усложнениями и для случаев, когда 1(8.) претерпевает 
скачки, а С разомкнутая, или кусочно-гладкая дуга. Импульсивный 

111
пакет для Г. (С) Ц$), определится как

Н[С;1(8.)] =11т 2Г (՝8։.)ЦзО Д$ . (*2.)
35-0 с

Имеют место следующие соотношения

I | П[С;Ц8.)| бхбу= р(8.)(18, (’3.)
</ V •/

с с т с

■1>( х, у.) П[С; |(8)] = 11 [С; 1(8.)ф(ч>.)],

11[С;Кз)]+1ЦС;<р(5)] = П[С;К8.)+<р(5.)]> (5)

.Аналогичным образом можно выразить и высшие контурные производ
ные по х и у через естественные координаты кривой С. Это непосред- 

% •
ственно вытекает из определения тех же операций над Г (^) (3).

Таким образом, в конечном счете, в результате операций контур
ного дифференцирования и преобразований мы придем к выражениям 
типа

акМН[С;и( 5И

д8кдп'

Теперь мы можем преобразовать производные от импульсивного 
пакета вдоль дуги 3 таким же точно образом, как это осуществил
Кирхгофф при сведении крутящих моментов, распределенных вдоль
свободного края изгибаемой плиты в силы перерезывающие. Рассмот

рим простейший случай 11|С;Ц‘8.)].
о

В конечных контурных прираще-

ниях это выражение имеет вид:

£
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[ ^Г[8-(5( — Д8.)}1(3; )-

-X Г (8-8;.) 1(8;.) 1 = д1- [2Г (8-8;_,.)1('8;.)-

АЦЗ; )
-2Г(8-«| )1(8; )]=2Г(8-8; ) ֊д~ .
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Итак, окончательно

В общем случае мы имеем, аналогично:

Э‘п (С;
/2'11(6;Ц։.)[ _ \ /к/

С^дп' (>П*
(8.)

Итак, в результате всех изложенных выше преобразований, 
после операций контурных дифференцирований мы приходим к выра
жениям типа

^И(С;Ф(5.)1 

^п1

Но последнее состоит из системы е. пред

ставляют из себя точечные моменты 1 —1-го порядка, плоскости дей
ствия которых совпадают с направлением нормали п к кривой С в
•точке 5։ .Таким образом, приходим к заключению, что

дп

I ։+1 |
= Г(С.)ф(8). (՝9.)

</11[С£ЯР(8)|

Эти два выражения, строго говоря, не равны, а эквивалентны в изло
женном выше смысле. Существо дела не изменится, если применим 
здесь знак равенства, т. к. по осуществлении операций интегрирова
ния, к чему всегда и сводится задача, знак равенства приобретет свой 
обычный смысл.

Применим понятие об импульсивном пакете к контурному диф
ференцированию функции.

I

то

Согласно |3|, если

и = Г(С)ф(х,у) = О, вне О,
= ц(х,у) в Р,

<}1и1 сЯ1 «‘/А , ՝ .=------- I (С) и('$)51па.дх '

Этому выражению теперь можно придать вид:

О и б>и 1|г.. , ч .= у- — И[С; и( 5.)51па . 
ох ох

Вторая контурная производная:

<Р[и| __ д’и 
дх* Ьх“

д 
дх

II (С; и(8.)$1П<х|
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дх
П[С: ս(տ.)տ1ո<ւ] = II ս(տ)տւո2«

д
ժո 11|Շ:ս(՝տ)տ1ո*®յ

1 ժս(տ.) . , ա(տ.)ըօտ2«\ '*• Հ .= Г(С)^֊у --Է2 Տ1ո2« + - -------------)-Г (С) ս(տ)Տ1Ոտ0է

Принимая во внимание, что

0Ա1( տ.)
Ժճ

ժս(տ.) 
ժտ ՇՕՏՅէ

ժս(՝տ.) .
--- Տ1Ո<*ժո

получим тот же результат, что и прежде [3]:

ժ3|ս| _ ժ’ս
дх2 дх2

12»
4-Г (’С) ս(՚տ.)տհւ2օէ.

Отметим лишь, что в ряде задач необязательно преобразо
вание контурных производных к естественным координатам кривой. 
Обстоятельство это упрощает выкладки. Отсюда также можно усмотреть, 
что представление об импульсивном пакете должно способствовать упро
щению контурных операций в многомерном пространстве.

Импульсивные пакеты могут оказаться полезными при попытке 
построения операционного исчисления многих переменных. К послед
нему вопросу мы предполагаем впоследствии вернуться.

Институт Строительных 
Материалов и Сооружении 

Академии Наук Армянской ССР 
Ереван, 1947, декабрь.

Ա. Я. ՆԱԶԱՐՅԱՆ

1*«Г«х]п* |*1|1Ц фшЦЬыПЬг

Մենք դուրս բերեցինք 11յՕէք(յ,¥) իմպուլսիվ փա/լեաի գաղափարը, հանդիմա
նում է էապես Ւղ4-ղ առաջացում և կարողէ փոխարինել ֆու֊նկցիային\) սֆրոէ֊յ-
թում, բացի այդէ նայ համարժեք է վերչինիա ինտեգրման օպերացիայի ժամանակ* 

է(Լկնարլոլ9 Ներկայացման տեսակետից կ^բ^[ի է ասել, որ եթե հանգիս անում
է բեռան մակերևույթ, ապա V)] Ներկայացնում է էքեմենտար կենարոնացա^ սլմե-
րի անվերջ բագմությո որը համարժեք /, բեոան մակեբևռւյթին ։

ք նաև մի շարք օսքերագ իւսնե ր {Լ Ւ ե բկա յն քով բաշխված խէպուլ- 
տ յղ Օ պե բ։ս ց ի անե րր տրված են (2)---(&) բանաձևերով։

1քս/ասէրեւ կոնտու/էւս յքէն գի ֆ ե բեն յ մ ան
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