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с учетом ползучести бетона

(Представлено А. Г. Назаровым 8 XI 1947)

Для многих реальных тел закон однозначного соответствия меж­
ду напряженным состоянием и деформацией не имеет места, так как 
такие тела обладают способностью при неизменном напряженном со­
стоянии деформироваться во времени.

К числу таких материалов относятся бетон и железо-бетон.
Основной предпосылкой настоящей работы является допущение, 

принимающее, что между деформациями ползучести и соответствую­
щими напряжениями имеется линейная зависимость.

1. Продольная деформация. Опыты по изучению бетона пока­
зали, что ползучесть в бетоне имеет место при любых напряжениях и 
даже таких, которые при кратковременном действии нагрузки могли 
вызвать лишь только упругие деформации.

Очевидно, что упруго-мгновенная деформация зависит от возраста 
бетона, т. е. от координаты времени, которой определяется момент при­
ложения нагрузки. Деформация ползучести зависит как от возраста 
бетона, так и от продолжительности действия данной нагрузки.

Возраст бетона в дальнейшем будем определять координатой вре- 
мсни т, а продолжительность действия нагрузки—координатой 1. Начало 
отсчета времени можно принять произвольным, но нс менее трехднев­
ного возраста бетона.

Полная относительная деформация бетонного бруса к моменту 
времени I под действием единичного одноосного напряженного состо* 
яния, приложенного в некотором возрасте Т, будет определяться сле­
дующей зависимостью:

Ё('т՜) + С(1'Т)> <Ь1)

где —упругая часть деформации от единичного напряжения, 

приложенного в возрасте т, а С(1,т) представляет деформацию ползу­
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чести от единичного одноосного напряженного состояния, возникшего в 
момент возраста бетона т.

Допустим, что к бетонному брусу в возрасте т = т։ было прило­
жено напряжение о(т) = о(т1) и затем в последующее время это 
напряжение сохраняется постоянным.

Тогда согласно (1.1) будем иметь:

(1) = 5(|,т։)з(^) = а(т։)_ _ ^т,)
Е(т,) " Е* (1,т։) ’

1
(1-2)

где
— произведение С(1,т) на модуль упругости Е(т);

Е*(1.*)—приведенный модуль упругости полной деформации.
Рассмотрим случай, когда к бетонному брусу в возрасте т = т։, 

приложено напряжение (I), которое меняется с течением времени.
Тогда полная относительная деформация к моменту времени 1 на 

основании принципа наложения выразится следующей зависимостью:
1

(0 = 3, (г։)5(1,т,)+ 
Г И I (1.3)

или, интегрируя по частям, получим:

(0= Ох (О 
Е(0 (1-4)

2- Поперечные деформации. Пусть к бетонному брусу возраста 
" = в продольном направлении было приложено напряжение ах (т)«= 
а1 (-։), которое в последующее время остается постоянным. Тогда 
деформации в поперечном направлении могут быть разделены на

лве части: упруго-мгновенная, равная рДт) и ползучая, равная

(тД где ц։(т,) и щ(Ьт)—коэфициенты Пуассона для со-
ответствующих частей деформации.

Полная поперечная деформация будет

-«у (0֊8։ (0=- ’х(^֊[|1։(Т։)-+-рг(1,г1)ф(1,т։) ] . (2.1)

I >ри действии осевого напряжения зх (1), приложенного в возра­
сте бетона т = т| и меняющегося с течением времени, для поперечных 
деформаций будем иметь следующие выражения:

(0=ц (I). _ мо+ р։ (.22)

• 1Х Ч ' ՛ . V
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3. Деформация сдвига. Деформацию сдвига так же, как и осе­
вую деформацию, можно разделить на две части: упруго-мг новели у ю 
и ползучую.

Пусть на бетонный образец в возрасте т = т1 действует касатель­
ное напряжение Т։у =»Тху (т։), которое в последующее время 
остается постоянным. В этом случае полная относительная деформация 
сдвига будет

(3.։>

где

С(т)—мгновенный модуль сдвига, равный Е(?) 
2П+^)1 ’

функция, характеризующая ползучесть сдвига данного бетона.
При действии напряжения Тху (I) в момент возраста г = т1 и меня­

ющегося с течением времени, для полной деформации сдвига будем
иметь следующее выражение:

1

'1

(3-2)

Однако, в силу известной геометрической зависимости

(3.3)

которая должна выполняться при чистом сдвиге для любых значений 
I, функции ползучести ф(1,т) и ш((,т) должны быть связаны зависимо­
стью

фС/О • (3.4)

4. Объемное напряженное состояние. Пользуясь соотношениями 
(1.4), (2.2), (3.2) и (3.4), можно написать выражения, связывающие 
компоненты тензора деформации с компонентами тензора напряжения 
в общем случае объемного напряженного состояния. Если предпола­
гать, что все напряжения вступают в действие одновременно, эти со­
отношения будут иметь следующий вид:

«к (9 *=
~1՜ ен)՜1

Т1

5(т) ֊Л ёг

205



։у (0- (‘)[-+|его ֊— -/|°> 1«(‘Л)+».(‘Л)1 -
֊1

-5(г) дх

П+|ь(‘)]т«у(։)
Е(։>

д

5(1,7)=14м-) '• 5.(‘֊֊)= ; $(»)-». (04-5, (П+®։ Ц).

5. Уравнения теории упругости для упруго-ползучего тела. 
Пусть на упругое тело, обладающее свойством ползучести (в даль­
нейшем такие тела будем называть просто „упруго-ползучими" телами) 
действует некоторая система поверхностных сил. Вектор этих сил, от­
несенный к единице поверхности, обозначим через В՝п(х, у, 2, I).

Обозначим компоненты напряжения в „упруго-ползучем" теле со­
ответственно через а* а* Т’, е’ е‘ у* у* у* а напряжения и де- • л 1 ՝ л 3 * * ’ ХЛ. -
формации соответствующей упруго-мгновенной задачи через , ау , 
°2 » ®Х » бу ։ •••• Уху» 7^.

Очевидно, что система напряжений а*, а , а՜, Тху .... должна 
удовлетворять уравнениям равновесия:

дэ дГ ху дГ хх

дх. йу дг
дТ։ХУ

дз
дх ду

дГуг 
дг

и условиям на поверхности
Рп>(т)=а*СО5(Пх)4-Т*уСО5(пу)4-Т\СО8(П2)

Роу(0 + т;усоб (пх)+о’со8(пу)+Т*$со5(пг).

Однако, система напряжений а* а* а , Т* только тогда может л > х ду
считаться решением задачи о равновесии „упруго-ползучего" тела, 
когда соответствующие этим напряжениям деформации, вычисленные 
по соотношениям (4.1), будут удовлетворять уравнениям неразрывности 
Сен-Венана.

да*.
ду։ + дха “ дхду ՝ (5-3)

Ч- <- д'^г
дга ду3 дудг
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Тогда уравнения Бельтрами-Митчелля для „упруго-ползучего* те­
ла примут следующий вид:

д6*(1)

Е(1)

^(21
^х3 (Е = 0

Эо(1,т)
дт

(5.4)

Остальные зависимости получаются путем круговой перестановки
координат х, у, г-

Пусть функции, характеризующие изменения коэфициентов Пуас­
сона для упругой и ползучей части деформации р։(т) и р5(1,т), зависят 
только от возраста бетона и имеют одинаковое значение, т. е. р։(т) = 
Н(Т) = Р(՞)» тогда уравнения Бельтрами-Митчелля (5.4) вырождаются в 
интегральные уравнения следующего вида:

Е(<)
Х1

....................................................................................................... (5.5)

Остальные зависимости получаются из (5.5) путем циклической пере­
становки координат х, у, г.

Соотношение (5.5) представляет однородное интегральное урав­
нение Вольтерра второго рода с ядром

КМ—Д- Щч [1+’(‘д)1

и, как известно, не имеет других решений, кроме тождественного нуля. 
Единственное решение этого уравнения есть:

|։+и(О]Л։<(։)+ —=<>
.................................................... (5.6)

которое полностью совпадает с известными уравнениями Бельтрами- 
Митчелля для чисто упруго мгновенной задачи.

Таким образом имеем:
Если напряженное состояние в „у пру го-ползу не м‘ теле выз­
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вано только силовыми факторами и функции, характеризующие 
изменения коэфициента Пуассона для упругой и ползучей части 
деформации, одинаковы, то система напряжений в „упруго-ползу­
че чи теле тожоественно совпадает с соотвь тствующими напря­
жениями упруго-мгновенной зад .чи для этою же тела:

М0 = <(0. М’) = <(0. М0 = <(0
(57)

Тх)(|)=т;.(1) туг(1)=т;։(1) т„(1)=т;։(0
• *

Влияние фактора ползучести сказывается в этих случаях только 
на величины деформаций. '

Если напряженное состояние в „упруго-ползучей" среде постоян­
но или изменяется по линейному закону, то равенства напряжений:

«.(1)=<(։) <(0=’>(|)................... т։у (։)=т։’։(1)
имеют место всегда, даже при условии Р1(‘?)ф|1а(т).

Полученные выше результаты полностью подтверждаются экспе­
риментальными исследованиями ряда авторов ( ) (Саталкин, Столяров 
и т. д.) и последними опытами Росса (4) с бетонными арками.

Рассмотрим случай, когда напряженное состояние в „упруго пол­
зучем0 теле вызвано факторами, связанными с изменением деформа­
ции, например, осадка оЬор сооружений или раздвижка опор, темпера­
турное воздействие, начальные напряжения и т. д.

В этом случае уравнения Бельтрами-Митчелля (5.5) для „упруго­
ползучего" тела будут представлять уже неоднородные интегральные 
уравнения Вольтерра второго рода и имеют решения, как известно, 
отличные от «уля> Исследование этих уравнений показывает, что на­
пряжения в „упруго ползучем" теле а’(1), о'(|).................... Т*ч(|) будут
определяться порознь, т. е. каждое в отдельности из самостоятельно­
го интегрального уравнения только тогда, когда р։(т) = р2(т) = р.

Пользуясь соотношениями (4.1), (5.2) и (5.4), можно установить 
связь между отдельными напряжениями а* а" Т*Т* . . . . . а" и х х. у ху хж ж
соответствующими напряжениями , ау , Т։у, Т„ . . . упруго-мгно- 
венной задачи, если только напряженное состояние в „упруго-ползу­
чем геле вызвано факторами, связанными с изменением деформации. 
Эти зависимости будут иметь следующий вид:

МО

(>) =
О’(1)

Е(1)

(5.8)
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Ползучесть будет сказываться в этом случае не только на зна­
чении деформации, но и на величине напряжений а’, а", о’. Т’., Т*։> 
Т’ , заставляя их убывать со временем.

Полученное соотношения (5Ч) пре тстав-\яет интегральное уравне­
ние В)\ыерра второго рода с регулярным ядром

(5.9)

и с известной правой частью ах (>), которая представляет решение со­
ответствующей упруго мгновенной задачи для данного тела [при 
ф(1т)=О] и находили обычными методами теории упругости или строи­
тельной механики.

Таким образом, решением уравнения типа (5 8) полностью опре­
деляются значения напряжений а', а , а?. I . , Т‘։, Т*у как функции 
времени I, и тем самым разрешается поставленная задача о равнове­
сии упруго ползучего тела.

’’Представляет интерес приложение полученных результатов к ис­
следованию напряжений и деформаций в железо-бетонных сооруже­
ниях, а также к некоторым конк{ етным задачам ио расчету массивных 
бетонных сооружений (арки, балки и т. д ), что составляет содержание 
следующего сообщения.

Сектор Математики и Механики 
Академии Наук Армянской ССР 

Ереван, 1947, октябрь.

Ն. Ги. 2ԱՐՈհԹՅՈէ*Ն311Ն

1,արվւսծու pinitip 1>Ц 1|1.<£пг։Гшд|»«1СЬгр բհհոնյա quiliqվածճերում* 
բև»ս1ւ|է հօսա lint pjtofi ակԱաո.ու«քու|

Տվ,այ աչքս ատա ջ եկած լա ր ո լւէե ե ր ի
և դեֆորմացիանեքի ուսոլմեասիրումր, հա շվ {է առնելով բետոնի հոսունության հաակու- 
թյՈքնըք Ամենաընդհ»սնո» ր լարված վիճակի համար սահմանված են այն անհրաժեշտ և 
բավարար պայմանները, "ր*նՏ դեպքում հոսունությունը չի ադդոլմ լա րվա ծ ութ յան մե ծ ու- 
թյան վրա» Նշված են այն դեպքերը, երբ հոսունությունն ադդում է բետոնի դանդվածի չար­
ված վիճակի վրա և տրված են հիմնական հա վ ա«ա րո Լ մե ե ր ր' այդ լարվածո» թյան

րժեքները որքէթրրԼ համար»
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