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МАТЕМАТИКА

M. M. Джрбашян

О представимости некоторых классов целых функции
(Представлено А. Л. Шагнняном 7 X 1917)

Существует обширная литература, посвященная вопросам пред­
ставимости и полноты различных систем аналитических функций [см- 
напр., (՛), (’)]. В настоящей заметке мы приводим некоторые резуль­
таты о представимости и полноте определенных классов целых функций.

1. Отнесем к классу М, (а, а) (а> 0, а>> 0) все целые функции 
1(г), для которых интеграл

<х ап
J՛ f e_’f° ₽’-1 I f(pe"’ ) | ’da-dp 

о о
(1)

существует.
Можно установить следующие предложения.
Теорема /. Функции класса М2(о, а) представляются в следую­

щем параметрическом виде:
ОО ЭГ.

1(г)=^ ff e-’fJp։-։ F(p,&)E»,։(zpe~W)d»dp, (2)

О о

где F(p,O) —произвольная функция, удовлетворяющая условию

| F(p,$) I Wdp (3)

и
О о

(z)«=ax S 
п-

(4)

целая функция Миттаг-Лефлера порядка и типа о.

193



Теорема Н. Если f(z) е М:(а,а), то при | z |
ОО 2~

f(z)=— I I Ра~] f(pe') Еа.а (zpe՜10) d^dp, (5)
2« J J О о

Е.,Л(2)= 
q Я

5v.k 4 е
(6)

14

при этом 1(ре ) минимизирует интеграл (3) в классе функций 
F(p, $), представляющих функцию f(z) в виде (2).

2
Замечание. Если а= — (q = 1,2, 3 . . .), то 

q
2« . ---  I q (D= е

В частности

Eg,, (z) — 2а е и Еа>։ (z)«=a Cha \/z . (7) I

2. Пользуясь предыдущим, установим полноту некоторых систем 
целых функций на всей плоскости комплексного переменного.

Рассмотрим систему целых функций

»я (z) =Ee,a(an z) (n = 0, 1, 2,...), (8)
где ап(п=0, 1, 2...)—произвольная последовательность неравных ком­
плексных чисел.

Очевидно, что (z) с M։(a,a) (n = 0, 1, 2,...), и по теореме И
ое

е՜' р^’фп (ре"’)срш(ре1а) d^dp (n; m = 0, 1,2,...) . (9)

О в

Ортогонаризуем систему функций (8,) по площади на всей плоско-
1 з a 

сти при наличии веса тт— е~ " pa—1
2л

Для этого обозначим

Фо(ао), Ф1(а0).-, фп (а0)
Фо(ах)» фДаД..., фп (а,)

Фи(ап ),ф,(ал?я (ап)

(п =0, 1, 2,...) ■— (10)

(z)«
фп (а0)

Дп՜1 Ф" <а1)
 фп (ап~1)

Фо(7)> Ф1 (z)......... Ф"
Тогда из (9) следует, что

Л֊1=1. (11)

ОО

2п J J е՜ ₽' ՝ЧГП (ре1,1) 4rm(pe,l’)dl>dp 0,

։,
m фп 

т = п
(12)
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Кроме того, и1 (11) имеем при п —О, 1, 2...

Фп(а0)=Фп(а1)- ■ = ^п(ап-1) = О, (13)

Имеет место
Теорема /Н. Если, последов ипель нос тъ {ап } имеет хотя бы одну 

предельную точку в конечной части плоскости, то для всякой 
целой функции Цг) класса М։(а, а)

ОО
11т [ 1' е֊”р՞ р’՜’ | 1(ре18.)— 2 АкФк(ре"’) | ММр = 0, (14) 

в -*■ ао Л Л к = 0
о о

где
ОО 2К

Лк = *-( [՝ е՜4’՞?՞՜1^*) УкСре1’) <1Мр. (15)

О о

Из (14) следует также, что для всякого р>-^-и г >0 число /V
—- 

можно выбрать таким образом, чтобы неравенство

| г | ® • х
е 11(2)- 2 А, Фк (г) | < ։ (16)

к-0

удовлетворялось во всей плоскости г при л > 14.
Отметим, что в силу (13) и (15) коэфициенты {.Аь } можно опре­

делить из следующих рекурентяых формул:
Каи) = А0Ф0(ап)+А]Ф։(ав)+ - + Ап Фя (ап ) (п-0,1,2,...). (17)

3. Результат теоремы II остается в силе и при более общих пред­
положениях о последовательности точек {ап

Скажем, что класс целой функции 1(г) не выше (соответствен­
но— ниже) [а, а], если либо порядок 1(г) меньше а, либо равен а, но 
тогда тип не больше (соответственно—меньше) а.

Можно показать, что всякая функция 1(г) класса М։(г, ։) является
Г-.4 ■■■ з Ь о

я, — , и всякая функция 1(2) класса ниже

[а, а] будет класса М,(2а, а).
Для краткости последовательность точек {ап } будем называть 

^единственной* для функций данного класса, если для каждой функ­
ции 1(г) этого класса из 1(а0 ) = 0 (п=0, 1, 2 ..) следует, что 1(г)ж0.

Существуют довольно сильные критерии для единственности по­
следовательностей, связывающие порядок роста целой функции с плот­
ностью ее нулей. Например, известен следующий результат, принад­
лежащий Боасу (*).
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Последовательность {а(1 } будет единственной для функций

класса не выше [а, а], если

X . . г П _a) iim mf-----------֊ > аа
п ■* °C | aD | °

или

b) l։m sup------------ > еаа
п -> о* ] а„ | а

(18)

(19)

с) Точки а о лежат в некотором угле с раствором 2ш и

или

(20)

(21)

где

При помощи этого критерия устанавливается 
Теорема /1\. Результаты (14) и (16) теоремы Ill остаются
в силе, если последовательность {ап } 
следующих условий

удовлетворяет одному из

а) Jim inf
П ОО

(18)

1- н ~ rJQо) Jim sup ------------- > е —
" - “ I а» I ° 2 (19)

с> Точки {ап } лежат в угле с раствором 2о» и

Пlim inf
П -> оо

(20)

или

lim inf
Л -> оо

(21)

где В —Ь собЬ, есть максимум

Так как всякая функция Ци) 
классу М2(2а, а), то имеем:

xcosx в (о, 

класса ниже [а, а] принадлежит к

Теорема 1\\, Если последовательность {ая } удовлетворяет 
одному из условий (18)—(21), то для всякой функции Цг) класса 
ниже [а, а] результаты (14) и (16) теоремы III остаются в силе.

4. Наконец, приведем пример ортонормальной системы целых 
функций.
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При а — 2 из (7) и (11) получим

o(z) =* \ 2д , Ч- n (z) = у 2°

n —1

(22)
е

при этом

1 Г /■ e֊’f* Чгп(pei:>m (pe%dPd»= °’ т + п .

Հ1Լ J J 1, т = по о
(23)

Сектор Математики и Механики 
Академии Наук Армянский ССР 

Ереван, 1947, февраль.

и. Մ ՋՐԲԱՇՅԱՆ
IktTpnqQ <£ni 4il|C||nuGLr]i որոշ դասերի (յերկայացնե|իու_թյւահ ւՐւււսին

Այս հոդւքաձում սաւմանված Է ամըոդՀ ֆունկրյ իանե ր ի դասը աեքսա Ւ (I)
ինտեդրալի մ[’Հ"3Ո,1* ներված է ինտեդրա լ ապէ9րատՀ 1) դասի ֆունկցիաները ներ~
կայացնելու համար։ Ստացվաե են ամլւողք ֆունկցիաների *ր"Հ դասերում Մ իտ տադ֊Լեֆ- 
(երի ֆունկցիաների (Տ) սիստեմի (րիվության համար րավարար պայմաններէ

՝Լերչում րերվտծ է ամրոդջ ֆունկցիաների Օր ք) ոնորմաչ սիստեմի մի օրինակէ
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