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Анализ сложных коммутационных схем, включающих в себя син
хронные и асинхронные машины, машины двойного питания и др., в 
большинстве случаев связан с исследованием переходных и стацио
нарных режимов, возникающих в электрических машинах. Математи
ческий анализ поведения электрических машин в этих условиях на 
основе решения диференциальных уравнений фазовых напряжений, за
данных в их классической форме—Фарадея-Максвелла, является весьма 
сложным, т. к. эти уравнения содержат переменные коэфициенты. 
являющиеся функцией пространственного положения ротора. Поэтому 
выявилась необходимость применения методов линейных преобразова
ний, уравнений, заданных в классической форме, в символические 
диференциальные .уравнения в координатах <3, Ц. 0: я, 5, 0; I. Ь. 0; е 
целью облегчения теоретического анализа стационарных и нестационар
ных режимов этих машин.

За последнее время выявилась необходимость использования не 
только одной системы преобразований, но и нескольких систем для 
решения одной и той же задачи. Вследствие этого возникла практиче
ская по։ ребность н известном обобщении указанных преобразований, 
установлении общей взаимосвязи между ними с целью разработки в 
дальнейшем методов их применения для решения тех или иных задач 
теории электрических машин.

Мы подвергаем анализу теорию синхронной машины, т. к. уравне
ния для других бесколлекторных машин могут быть получены как ча
стный случай общей теории синхронных машин. При этом допускаем, 
что насыщением магнитной цепи, а также потерями на токи Фуко и 
гистерезис можно пренебречь и что индуктивности меняются по сину
соидальным функциям угла Н, определяющего пространственное поло-
жение ротора.
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Диференциальные уравнения синхронной машины, заданные 
сической форме имеют вид?
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Здесь е, , I, . ф, ,. .. . ек . 1։ , ф„ — мгновенные значения напряже 
нин токов и потокоецеплений фазовых обмоток статора и цепей про
дольной и поперечной обмоток ротора. гз , г( гк —активные со
противления тех же обмоток.

I —момент инерции ротора
М — внешний крутящий момент
Мы принимаем, что по продольной и поперечной осям имеется по 

одной цепи е, , ек . Если их больше, то необходимо написать дополни
тельные уравнения такого же вида, как для е. и е.• »

Ф. = Ч ‘. + 4- м„+ м։|+ м,„ !„

Фь “ мь, ։, + ц 1„ + мь։ (. + мм I, + мм 

Ф. =м<Л4-м<Л + и I. +МС,1, 4-М€։1„ 

ф. = М„1, 4-м,ь 1Ь 4֊ м,с 1։ 4-Ц I, 4-0 

ф» - мк. ։. + М» I» + М„ I, 4- О 4- Ц I,



Разлагая в ряд Фурье аналитические выражения коэфициентов 
самоиндукции и взаимоиндукции, полученные по расчету, и рассматри
вая только компоненты, имеющие практическое значение, получим:

4֊ 10 cos 2Н
U = Lcp + I0cos (2Н+- 120е)
Ц = Ц₽+ U cos (2Н — 120°)
МЛ1 = Mt cos Н

M,h= — MCp 4֊ Mo cos (2H - 120°) 
Mac = — Mlp 4֊ мо cos (2H 4- 120е) 
Mt,. = — Mcp 4֊ Mo cos 2H
Mak —՛ — Mk sin H

Mbt = М« cos (И — 120°)
Met = Mt cos (H 4- 120°)
где

Mcp

Mck = — Mk Sin (H 4֊ 120°)

Mbk = -Mk sin(H— 120*4

Мпмх Mmto

2

(6)

м0=

Стаж» Lmin, Mmax, Мтщ — максимальная и минимальная самоиндукция и 
взаимоиндукция фазы.

Обычно 10 ֊ Мо = л
М< , Мк —максимальные значения взаимоиндукции фазы статора с об*

I

мотками ротора; Н= | У, dt4~^o — угол от оси фазы ва* статора до 
* о

оси обмотки ,t‘ ротора.
Совместное решение системы диференциальных уравнений (1)> 

(2), (3), (4) определяет поведение машины в любых режимах. Однако, 
это решение чрезвычайно сложно, т. к. после подстановки (5), (6) 
в уравнения (1), (2) эти уравнения имеют переменные периодические 
коэфициенты. Считая, что , id ,ф, . .. . , ik , фи являются некото
рыми обобщенными координатами, можно так преобразовать уравне- 
ния (О» (2)» чтобы они были более простыми для анализа.

Наиболее распространенным преобразованием координат является 
преобразование в осях d, Ц, 0, введенное Парком и имеющее следую
щий вид:

еа = -- |е, cos н-+-е„ cos (Н—|20“)+ес cos (Н+120“)]

',֊=֊{ 1* sin Н+еь sin<«֊»20’>+е s»n(H+120’)| ХЯиеТпей°₽՜

Т |‘.+‘» + «< I (7>

еО ~©t

==р для роторных цепей.

Как видно из (7), в этой системе координат уравнения для ротор-
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ных цепей в случае двух взаимно перпендикулярных обмоток не пре
образуются.

По аналогичным выражениям производятся преобразования для 
токов и потокосцеплений.

Геометрический смысл указанных преобразований заключается 
н том, что все процессы рассматриваются относительно системы коор
динатных осей, жестко связанных с ротором.

Производя подстановку н уравнения (7) выражений напряжении 
еЛ , еь , е в виде днференциальных уравнений |1) и учитывая, что

.П(Н) (|Н
'ин Л! ’ •8)

а также используя (5), (6), получим после несложных тригонометриче
ских преобразовании диференциальные уравнения в новой координатной
системе:

ел “к.г+ (Ь<1*« Тм.>-<4<<( +мк <«
% =!ч г+ ат ’«+м* *»'■՛+м՛ '■

дн
сП

(9)

где 1() , 1՛ , 10 выражаются через токи 1Л , I,, , ։, по 
преобразований (7Ь

уравнениям вида

Ин
Эти уравнения дают возможность при заданной угловой скорости

по начальным условиям и внешним напряжениям определить

все токи.
Уравнение электромагнитного момента в координатной системе 

Н, ц,0 легко получается из уравнения (4) путем подстановки вместо 
։ г , I. , 1. их значений через 1, , , ։0 по формулам обратных преобразо
ваний, которые легко получить из уравнений вида (7), написанных для 

(И)

с нссле

(10)



даванием машины в ноной координатной системе (1, ц, 0. после чего 
по формулам обратного преобразования находятся реальные значения 
токон и напряжений.

В рассматриваемой системе координат символические индуктивно
сти и.։ . Ьц » Ьо связаны с реальными индуктивностями выражениями:

• 12)

Преобразование координат н с истеме х. ,1,0. Если преобразова
ние б. Ц. 0 рассматривается как координатная система, жестко связанная 
с ротором, то оси координат в системе х, 1, 0 жестко связаны со ста- 
тором, причем ось ,«* направлена по оси фазы .а”, а ос». направ
лена к ней под углом 90° в направлении вращения ротора.

Уравнения преобразования для статорных цепей получаются из 
системы преобразования (1, ц, 0, полагая в уравнении (7) н 0.

(?։Т^Ь 4“₽с )

для статорных цепей

(13>

Уравнения преобразования для роторных цепей получают-
путем приведения этих цепей к статору:
=* е. со8 н — е $։п н

= е. чп н 4- е. со$ н

Подставляя в эти уравнения значения е։ , е,։ , е։ из уравнения • Ь, 
используя выражения (5), (б) и учитывая зависимость (8), имеем две 
системы уравнений для электрических цепей синхронной машины

Е, »։л+<й-|(С
-г Ц 5<п 2Н4-М։ 1( соя н $։пн|

-Ц г + зр Н- со* 2м)ц + для статорных цепей <14>

+ 1_ь I, яп 2«4-М։ /, $11) Н4-Мк 1М со$ н|
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е,-1, г, cos H-i„ rk sin «4֊ — 4-*fi d(

, , „ , ,ь JHе? =1, г, sin Н-Нк гк cos Н4- — - 4, - ,

где
♦, = |֊|(М, +мк)+։м, -м. )cos2H|i,+

4- -г(М. —М, )ls sin 2Н-М i cosH-1 i sin н Д * I К ' j II

Is = y |(M, 4-Mk )-(M, -Mk )cos2H] ij, +

4- 4- iM, — M„ ) J, sin 24» 4-L i sin H4-L. k cosH 
* M ' < I M Л

Здесь i, , Ip , 1 выражаются через 
по типу уравнений (13)

реальные

d_
2

р — 2М, р
Таким образом в осях а, jJ, О для

для роторных 
цепей

токи статора

I 
статорных цепей мы

(15/

(16)

получили

b 2

0 ~

q

*ь՛ .

<т

q

новую систему диференциальных уравнений с переменными коэфициев 
тами, более простых, чем уравнения (1). В ряде случаев, как например, 
для исследования динамических перенапряжений при коротком замыка
нии, уравнения (14) легко приводятся к уравнениям типа Матье-

Следует отметить, что в своей статье, опубликованной в El. Eng. 
1938 г. по анализу перенапряжений в синхронных машинах при корот
ком замыкании Е. Clark, Weygandt, Concordia, используя систему 
х, 0» применили операторные уравнения, не имея на то достаточных 
формальных и фактических оснований и поэтому не пришли к уравне
ниям типа Матье, необходимым для решения поставленной задачи.

Обычно при анализе синхронных машин пренебрегают омическим 
сопротивлением цепей ротора, полагая, что Г| Гк = 0 и поэтому урав
нения (15) значительно упрощаются.

В случае, если мы имеем асинхронную машину или машину двой
ного питания, то

л = О

к ~ (^б-б’
к i

мк = м։ = м,
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и тогда
, ‘‘Ь, , 3 ОМ, 1„

Е’ -М+ + 2

. 3 <1М, Ц
Ь* г+ (П ■ 9 61

, । । 10
Е,=1,г + -йГ

е» ->, г, + (1։ ^2 М, I, 4 С, 2, | ֊2֊ М, Ц +Ц. 18 | —

е- “։» Ч1՜ й։ (’г м> '» +к՛ '։■)“( 2՜ м՛ *’ +1՜. ь ) '<п

117)

Кроме того, для трехфазного ротора к системе уравнений (17) 
добавится еще уравнение цепей нулевой последовательности ротора,

е-г - ։« г, + ֊’^ . • где !-„=■= Сг — 2МГ

В уравнениях (17)

1а =ц соб Н — । 51п и . и = ։, Б։п и 4- ) соя н .

Уравнение электромагнитного момента для этого случая асин
хронной машины получается простым и приводится к виду:

։ —■ о М, (1^ ։в 1а ц | (18)

Пре образование координат в системе г, Ь, 0. Координатная 
система 1, Ь,0 исторически была получена из системы преобразований 
(1, 0 путем приведения ее к плоскости комплексного переменного,
жестко связанной с ротором, согласно выражениям вида:

и»)

Подставляя в эти выражения значения , еч из (7), 
прямые уравнения преобразования для статорных цепей:

получим

(20)
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где
•г . 2*

։ = е 1 ' ; ха = е 1 ’ ; 1а-+-х-Н = и.

Подставляя в выражения (20) значения величия еа , е(| , е из си
стемы диференциальных уравнений (I) или выражения ։ 19| из (9), имеем
комплексную систему диференциальных уравнений:

• . ин '
С| 1,Г ' (Н ' 01

е>.=|ьг+ ш
для статорных цепей

где

е0-1оГ^“

для роторных цепей
Я

О *0Го

В этих выражениях 1, , ։ь 4П связаны с реальными токами уравне
ниями вида (20).

Ь , 1.ъ , Ьд определяются согласно выражениям (16).
Таким образом, мы получили систему комплексных диференциаль

ных уравнений с постоянными коэфициентами для мгновенных значе
ний токов и напряжений. . %{

Уравнение электромагнитного момента после подстановки значе
ний токов имеет вид:

т= |И։,,->,)0ь-Нг)2Г1ЛНч,-։,>м1‘.-(*>.+•.>МЛ| (22)

Преобразование координат в системе у, о, 0. Подобно тому, 
как система «, Ь, 0 образована из системы б, ц, 0, представляется воз
можным ввести систему у, о, 0, получающуюся из координатной си
стемы х, 5, () следующим образом.

для статорных цепей (23)
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е, 4- 1е։
5

• )

для роторных цепей (24»

Подставляя в уравнения (23), (24) вместо Ел, Е< , еа , е их зна
чення через реальные величины, имеем:

для статора (23)

для ротора.

Из (Н) и (23) имеем:

(26»

(27)

(28)

где:
Ф7 = е*н+ А (М,+Мк) I., + 4 (М,-Мк) I,

Ф. = 4֊±4 е֊Ч 4 (м,+Мк) 1, + 4 (М,- Мк) I, е֊^

Для случая асинхронной машины или .машины двойного 
т. е. при условиях (16-6), уравнения (27), (28) приводятся к

Е.=‘։'+ й 14+М.М
Е« = ь. г + ;4 [4+*41

питания, 
виду:

(29)
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(30)

Предполагая, что скорость вращения ротора постоянна, можно
рассмотренные диферснциальные уравнения для различных систем пре
образований, не содержащие тригонометрических /или показательных) 
функций угла н, представить в операторной форме. При этом символи-

глчески — обозначается [рЬ|, но может рассматриваться только как по

стоянная величина.
Нри этих условиях, уравнения н различных координатных систе

мах представляются в следующем виде:

Система <1, ц, 0:

е«

с։=։,г,+рф, ՝• «к=‘л+рф (31

где:
0'0

МД, М.1 . к цк

Система !, Ь, 0:

е(=Чг֊Нр-Н1рнИ, ; еь=։ьг-+֊(р-4-ИрН|)ф։1 : е

е։=1Л-1-рф1 ; ек=кгк+рФк (32)

где
Мл-)М|11|,

2
И

го 010
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В системах х, 5 0 и 
наиболее целесообразно для 

Г, 5 О 
случая

|асин\р<»нноЙ или машины двойного 

применение операторного метода 
машины с трехфазным ротором

- равнения для этого случая будут иметь следующий нид:
Система х, 3, 0:

’(331
= Ц Г-Ьрф, 4-ф, [рН| ;

где
«о-кг+рф г

гг-Нр -|(р0))фт ; е.; =1,- гг+(р+ИрН|)ф.; ; е.,-1 гг+рф0
где

Т. - Ц 1, + 4 М, I, ; ’Г-.. - Ц I, + у м, ц ;

3 Й
фт =1-, Ц 4֊ ֊2 Мд7 ; ф,‘ =ЬГ и - М։ I, ;

Рассмотренные выше методы преобразования в диференциальной
форме допускают рассмотрение ряда нелинейных задач на интеграто
рах, чего нельзя было сделать при представлении этих уравнений в 
операторной форме. В целом диференциальная форма более наглядна
и более близко отражает 
машинах.

реальные физические процессы в синхронных

Москва. 1947. нюнь.
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